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ÚvodMechanika je pøirozeným základem fyziky, nebo» podává obraz o relativnímklidu a pohybu fyzikálních tìles. Pokud se budeme zabývat podmínkami rov-nováhy tìles, pou¾ijeme metod, které nám dává statika. Ta byla pøedmìtemstudijního textu [11]. Bude-li nás zajímat popis pohybu tìles, ani¾ bychom sezabývali pøíèinami jeho zmìn, pou¾ijeme metod kinematiky. Ta popisuje po-lohu, rychlost a zrychlení tìles. Královnou mechaniky je dynamika, pomocíní¾ vy¹etøíme souvislost mezi pohybem tìles a silami a jejich momenty, kteréna tìlesa pùsobí.V pøedlo¾eném textu se soustøedíme na kinematiku a dynamiku tuhéhotìlesa. Mechanika obecného prostorového pohybu tìles je velmi slo¾itá, a protose budeme podrobnìji zabývat jen obecným rovinným pohybem tuhého tìlesa.Na úvod probereme zvlá¹tní pøípady pohybu - translaèní pohyb a rotaèní pohybkolem nehybné osy. Tím se fyzikální a matematický aparát zjednodu¹í do témíry, ¾e bude zvládnutelný vyspìlými studenty støedních ¹kol.V textu se vyu¾ívá vektorové algebry, jednoduchých metod diferenciálního aintegrálního poètu. Pøi øe¹ení úloh narazíme i na jednoduché diferenciální rov-nice, které se dají øe¹it separací promìnných. To je taková úprava diferenciálnírovnice, pøi ní¾ se na opaèné strany rovnice od sebe oddìlí (separují) nezávislepromìnná a závislé promìnná velièina a jejich diferenciály. Takovou rovnici ji¾pak lze zpravidla integrovat.Pokud bychom se chtìli zabývat obecným prostorovým pohybem tuhéhotìlesa, narazili bychom na tenzorové velièiny, na tenzorovou algebru a analýzua na soustavy diferenciálních rovnic. Tím bychom v¹ak výraznì pøekroèili rámecstøedo¹kolských mo¾ností.V pøedlo¾eném textu jsme se sna¾ili o rigorozní obecný výklad, který bì¾néstøedo¹kolské uèebnice postrádají. Pou¾ití obecných zákonitostí je ilustrovánona jedenácti øe¹ených pøíkladech. Urèitou zbìhlost pro øe¹ení úloh, napø. vefyzikální olympiádì, získá studující a¾ po samostatném øe¹ení pøedlo¾enýchúloh, kterých je v textu ètyøicet. Pro kontrolu správnosti jsou na závìr textuuvedeny výsledky úloh.
3



1 Kinematika tuhého tìlesa1.1 Poloha tuhého tìlesa pøi pohybuVe studijním textu [11] jsme se zabývali vy¹etøováním podmínek rovnováhy tu-hého tìlesa. Nyní se budeme vìnovat pohybu tuhého tìlesa a musíme pøedev¹ímznát, kolika nezávislými souøadnicemi bude urèena poloha tuhého tìlesa, tedykolik stupòù volnosti má tuhé tìleso. Tento problém byl vysvìtlen ji¾ v úvodnímtextu [11], a proto si výsledky úvah jen pøipomeneme.Volné tuhé tìleso konající obecný prostorový pohyb má ¹est stupòù volnosti .K urèení jeho polohy je tedy tøeba udat ¹est nezávislých skalárních souøadnic, zakteré je z dynamického hlediska výhodné volit tøi souøadnice (napø. kartézské)udávající polohu hmotného støedu tìlesa (resp. jeho tì¾i¹tì) a dal¹í tøi úhlovésouøadnice, které urèují orientaci tìlesa vzhledem ke vzta¾né soustavì pevnìspojené s tìlesem a procházející hmotným støedem.Dùle¾itým zvlá¹tním pøípadem pohybu tuhého tìlesa je translaèní (posuvný)pohyb. Pøi tomto pohybu libovolná pøímka spojená s tìlesem zùstává stále rov-nobì¾ná s kteroukoli svou pøedchozí polohou. Proto k popisu polohy tìlesa pøitranslaèním pohybu staèí udat polohu jediného jeho bodu | napø. hmotnéhostøedu. Tìleso pøi tranlaèním pohybu má tøi stupnì volnosti .Zamezíme-li pohybu jednoho bodu tìlesa, odebereme mu tøi stupnì vol-nosti. Tìlesu zùstanou tøi stupnì volnosti a bude vykonávat prostorovou rotacikolem okam¾ité osy rotace, která prochází pevným bodem. Pøíkladem je pohybsetrvaèníku.Zamezíme-li pohybu dvou bodù tìlesa, urèíme tím nehybnou osu rotace,kolem ní¾ bude tìleso vykonávat rotaèní (otáèivý) pohyb. Tyto dva body jsouurèeny ¹esti souøadnicemi, av¹ak mezi nimi je jeden vztah, vyjadøující stálouvzdálenost mezi tìmito body. Proto je pohyb tìlesa omezen pìti podmínkami atìlesu tudí¾ zùstane jeden stupeò volnosti . Polohu tìlesa nejlépe urèíme úhlem' otoèení kolem pevné osy.Dùle¾itým zvlá¹tním pøípadem pohybu tìlesa je jeho rovinný pohyb, pøikterém body tìlesa opisují rovinné trajektorie, které le¾í ve vzájemnì rovno-bì¾ných rovinách. K popisu polohy tìlesa pak staèí popsat polohu jediné úseèkyv rovinì. Tato poloha je zøejmì urèena tøemi nezávislými souøadnicemi, napø.dvìma kartézskými souøadnicemi jednoho bodu úseèky a úhlem, který úseèkasvírá s libovolnou pøímkou v rovinì pohybu. Tuhé tìleso konající rovinný pohybmá tøi stupnì volnosti.Obecný pohyb tuhého tìlesa v prostoru lze rozlo¾it na dva nezávislé pohyby:na translaèní pohyb urèitého bodu tìlesa, tzv. vzta¾ného (referenèního) bodu, ana sled okam¾itých rotaèních pohybù kolem tohoto bodu, pøièem¾ tento rozkladzávisí na volbì vzta¾ného bodu. Obecný dùkaz tohoto tvrzení podal r. 18304



fancouzský matematik M. Chasles [èti ©ál] a uvádí se jako Chaslesova vìta(viz napø. [9]).Vzhledem k tomu, ¾e volné tuhé tìleso v prostoru má ¹est stupòù volnosti, jek úplnému popisu jeho pohybu tøeba øe¹it ¹est slo¾kových pohybových rovnic.Tyto rovnice obsahují jako neznámé ¹est velièin, které popisují pohybový stavtìlesa. Pohybové rovnice dostaneme aplikací impulsových vìt , pøièem¾ I. impul-sová vìta dává popis translace tìlesa a II. impulsová vìta popis rotace tìlesa.V pøípadì obecného rovinného pohybu øe¹íme tøi slo¾kové rovnice, pøièem¾ dvìpopisují translaci a tøetí rotaci tìlesa.1.2 Translaèní pohyb tuhého tìlesaJak jsme si uvedli, zùstává pøi translaèním pohybu úseèka spojující libovolnédva body tìlesa stále rovnobì¾ná se svou výchozí polohou. Proto mají tra-jektorie v¹ech bodù tìlesa pøi jeho translaci shodný tvar a stejnou délku |trajektorie jsou shodné, vzájemnì posunuté køivky. Pøi translaèním pohybulibovolná pøímka spojená s tìlesem nemìní svùj smìr.
OA0B0 ABrBrA r0

Obr. 1�
Uva¾ujme dva body A, B tìlesa pøitranslaèním pohybu (obr. 1). Projejich polohové vektory platírA = rA(t) ;rB = rB(t) = rA + r0 ;kde vektor r0 je konstantní. Protopro rychlost a zrychlení dvou libo-volných bodù tìlesa dostanemevB = drBdt = drAdt = vA ; (1)aB = dvBdt = dvAdt = aA : (2)V¹echny body tuhého tìlesa se tedy pøi translaèním pohybu pohybují stej-nou rychlostí a se stejným zrychlením. Pohybový stav tuhého tìlesa je pøitranslaèním pohybu jednoznaènì urèen pohybem jediného bodu, za který zpra-vidla volíme hmotný støed tìlesa. K øe¹ení translaèního pohybu tedy pou¾ijemepoznatkù pro pohyb jednoho hmotného bodu.5



1.3 Rotaèní pohyb tuhého tìlesa kolem nehybné osyPøi rotaci tuhého tìlesa kolem osy nehybné v tìlese i ve vzta¾né soustavì vyko-návají v¹echny body tìlesa (s výjimkou bodù osy) trajektorie ve tvaru kru¾nicle¾ících v rovinì kolmé k ose se støedem na ose. Ve zvolené inerciální vzta¾nésoustavì je pohybový stav tìlesa popsán jedinou souøadnicí | úhlem otoèení¡ = ¡(t), který de�nujeme jako vektor le¾ící v ose rotace (obr. 2). Jeho smìrurèíme nejsnáze pravidlem pravé ruky : ukazují-li prsty pravé ruky smìr orien-tované trajektorie bodù tìlesa, uká¾e palec smìr vektoru ¡ : Rychlost zmìnyúhlu otoèení popisuje vektor úhlová rychlost � ; který de�nujeme výrazem� = lim�t!0 �¡�t = d¡dt � _¡ :Rychlost zmìny úhlové rychlosti popisuje vektor úhlové zrychlení �, který de-�nujeme výrazem � = lim�t!0 ���t = d�dt = d2¡dt2 � �¡ :Oba vektory � ; � le¾í v ose rotace (obr. 2).
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Obr. 3�Nyní mù¾eme urèit rychlost a zrychlení bodu A tìlesa rotujícího kolem ne-hybné osy (obr. 3), která prochází poèátkem O vzta¾né soustavy. Je zøejmé, ¾epro dráhu s a velikost rychlosti v bodu A platís = r0' = jr j' sin� ;jv j � v = dsdt = r0 d'dt = r0! = j�jjr j sin� ;kde r je polohový vektor bodu A. Druhý ze vztahù nás vede k výpoètu úhlovérychlosti � jako vektoru podle Eulerova vztahuv = �� r : (3)6



Jeho derivací podle èasu podle vzorce pro derivaci souèinu dvou funkcí pøi za-chování poøadí funkcí (pro vektorový souèin dvou vektorù ve vztahu (3) neplatíkomutativní zákon) dostaneme pro zrychlení bodu A postupnì výrazya = dvdt = ddt (�� r ) = d�dt � r + �� drdt = �� r + �� (�� r ) : (4)První slo¾ka zrychlení v (4) má zøejmì smìr teèny ke kru¾nici v bodì A a je tedyteèným zrychlením at bodu A. Druhá slo¾ka zrychlení v (4) má zøejmì smìrnormály ke kru¾nici v bodì A a je tedy normálovým zrychlením an bodu A.Neboli at = �� r ; (5)an = �� v = �� (�� r ) : (6)1.4 Rovinný pohyb tuhého tìlesaa) Popis pohybuJak jsme uvedli, body tìlesa pøi rovinném pohybu opisují rovinné trajektorie,které le¾í ve vzájemnì rovnobì¾ných rovinnách. Proto pro popis rovinnéhopohybu postaèí popisovat prùmìt (S) tìlesa do jedné z tìchto rovin, kterouvolíme za základní (obr. 4). Tak místo trojrozmìrného tìlesa vy¹etøujeme pohybplo¹ného útvaru v rovinì.
O A B

xAyA x
y (S) 'Obr. 4�

Poloha tìlesa pøi rovinném pohybu budejednoznaènì urèena polohou úseèky ABve vzta¾né soustavì v základní rovinì,tedy polohou referenèního (vzta¾ného)bodu (napø. A) a smìrem úseèky AB . Po-hyb budou popisovat rovnicexA = xA(t) ;yA = yA(t) ; (7)' = '(t) ;v souladu s poznatkem, ¾e tìleso vykonávající rovinný pohyb má tøi stupnìvolnosti.S ohledem na popis pohybu rovnicemi (7) lze rovinný pohyb tìlesa rozlo¾itna translaèní pohyb referenèního bodu (A) a na rotaèní pohyb kolem referenè-ního bodu (A) | viz obr. 5. Pøitom lze ukázat, ¾e rotaèní slo¾ka rovinnéhopohybu nezávisí na volbì referenèního bodu. Na obr. 6 je znázornìn rozkladpohybu pro pøípad, ¾e referenèním bodem je bod B .7
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Obr. 6�b) Rychlost a zrychlení bodù tìlesa pøi rovinném pohybuPolohu libovolného bodu B tìlesa, popsanou polohovým vektorem rB = rB(t) ;lze vyjádøit ve tvaru rB = rA + rBA ;kde rA = rA(t) je polohový vektor bodu A a rBA = rBA(t) je polohový vektorbodu B vzhledem k bodu A ve vzta¾né soustavì, její¾ poèátek je v bodì A.Derivací tohoto vztahu podle èasu dostaneme vztah pro rychlost bodu B :vB = vA + vBA = vA + �� rBA ; kdejvBAj = ! �AB ; (vBA ? AB) :Proto¾e pohybem bodu B v soustavìAx0y0 je rotace okolo bodu A, je rych-lost vBA kolmá k úseèce AB . Pak jezøejmé, ¾e pøi rovinném pohybu prù-mìty rychlostí dvou libovolných bodùtìlesa na pøímku, která je spojuje, jsousi rovny | vìta o prùmìtech rych-lostí.Pro zrychlení bodu B analogicky platí(srovnej s výrazem (4)): A
B

O rArB rBAvBAvB vAvA!
xx0

y y0
Obr. 7�aB = aA + aBA = aA + �� rBA + �� (�� rBA) :Z výrazù pro rychlost a zrychlení bodu B je zøejmý rozklad rovinného pohybutìlesa na translaèní pohyb referenèního bodu (A) a na rotaèní pohyb kolemtohoto bodu.
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Pøíklad 1Tyè se pohybuje tak, ¾e její koncové body A, B se trvale nacházejí na osáchx ; y : Urèete rychlost bodu B , je-li dána okam¾itá rychlost vA bodu A a úhel' (obr. 8).
O B
Ay

xvBvA 'Obr. 8�
Øe¹ení:Podle vìty o prùmìtech rychlostíplatívA sin' = vB cos' ; ' 2 h0 ; �2 ) :NebolivB = vA sin'cos' = vA tg' :c) Pól rovinného pohybu tìlesaRychlosti bodù tìlesa pøi jeho rovinném pohybu lze jednodu¹e urèit u¾itímpólu pohybu. Pólem pohybu neboli okam¾itým støedem otáèení se nazývá bodP prùmìtu tìlesa do roviny pohybu, jeho¾ rychlost je v daném okam¾iku nulová:vP = 0 | viz obr. 9.

PA C
B
vC

vBvA!b aObr. 9	 A A1
BB1 M'Obr. 10
Nyní je otázkou, zda pól pohybu mù¾eme pro ka¾dý okam¾ik libovolnéhorovinného pohybu nalézt. Uká¾eme, ¾e ano. Uva¾ujme libovolnou úseèku ABv prùmìtu tìlesa do roviny pohybu (obr. 10), která pøi pohybu pøejde do polohyjiného smìru A1B1. Prùseèík M symetrál úseèek AA1, BB1 je toti¾ bod, kolemnìho¾ se úseèka AB otoèí o úhel ' do nové polohy A1B1, nebo» trojúhelníkyABM , A1B1M jsou shodné a pohyb lze pova¾ovat za otoèení trojúhelníku ABM ,k nìmu¾ nále¾í i úseèka AB , kolem boduM�P o úhel ' : Pokud nastane zvlá¹tní9



pøípad, ¾e osy úseèek AA1 ; BB1 splynou (obr. 11) bude bodM pøímo prùseèíkemúseèek AB , A1B1.Obr. 10 a 11 ukazuje, ¾e ka¾dé pøemístìní úseèky AB do nové polohy A1B1,které není posunutím (pak by úseèky AB , A1B1 byly rovnobì¾né) je otoèenímokolo nìjakého bodu M , který v limitì jAA1j ! 0 ; jBB1j ! 0 nazýváme pólpohybu P .Úseèky AA1 ; BB1 na obr. 10 a 11 jsou seènami trajektorií pøíslu¹ných bodù.V limitì pro ka¾dý èasový interval tyto seèny pøejdou v teèny (viz obr. 12) a osyúseèek AA1 ; BB1 pøejdou v normály trajektorií. Jejich prùseèík je pól pohybuP .
A A1

BB1 M'Obr. 11� A
B

vA
vB

M � P
Obr. 12�Vra»me se nyní k popisu obecného rovinného pohybu podle obr. 9. Zvolmesi body A, B , jejich¾ rychlosti vA ; vB nejsou paralelní. Pak pól P je prùseèíkempøímky a ; která prochází bodem A kolmo k vA ; a pøímky b ; která procházíbodem B kolmo k vB : Pak vP = 0 : Kdybychom pøedpokládali vP 6= 0 muselby podle vìty o prùmìtech rychlostí být vektor vP souèasnì kolmý k a i b ; co¾není mo¾né.Pro velikosti rychlostí bodù A, B platívA = ! � PA ;vB = ! � PB ;neboli vAPA = vBPB = ! : (8)Velikosti rychlostí bodù tìlesa pøi rovinném pohybu jsou úmìrné jejich vzdále-nosti od pólu pohybu. 10



Je-li znám pól, lze urèit rychlost libovolného bodu C :vC = ! � PC ; kde ! = vAPA :Pól nejlépe urèíme gra�cky (viz pøíklad 2) ze znalosti neparalelních rychlostídvou libovolných bodù tìlesa.d) Zvlá¹tní pøípady polohy pólu pohybu1. Jestli¾e se tìleso pøi rovinném pohybu odvaluje bez skluzu, je pólem pohybubod dotyku tìlesa s podlo¾kou (obr. 13). V daném okam¾iku je vP = 0 ; jinakby se bod P musel smykat. Poloha bodu P je v¹ak okam¾itá | bod P sepøesouvá jistou rychlostí po podlo¾ce. Bude-li se odvalovat koule nebo válec porovné podlo¾ce, bude rychlost pøemis»ování pólu rovna rychlosti v støedu tìlesa.V jiných pøípadech, napøíklad pøi valení oválu, budou tyto rychlosti rùzné.P! vObr. 13
2. Jsou-li rychlosti vA ; vB bodù A, Btìlesa pøi rovinném pohybu vzájemnìrovnobì¾né a kolmé na úseèku AB amají-li rùzné velikosti , le¾í pól P v prù-seèíku pøímky spojující body A, B apøímky spojující koncové body vektorùvA ; vB (obr. 14a, b).3. Budou-li mít souhlasnì rovnobì¾né vektory vA ; vB ; na rozdíl od pøípaduad2, stejnou velikost a stejný smìr jde o limitní pøípad polohy pólu pohybu,který zøejmì le¾í v nekoneènu (obr. 15).4. Jsou-li rychlosti vA ; vB ; bodù A, B tìlesa pøi rovinném pohybu souhlasnìrovnobì¾né vektory a nejsou-li kolmé k úseèce AB (obr. 16), tak pøedev¹ímpodle vìty o prùmìtech rychlostí musí být vA cos� = vB cos� ; neboli vA = vB :Z toho je pak zøejmé, ¾e pól P !1 :
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Pøíklad 2Je dáno pevné kolo o støedu O1 a polomìrur ; po nìm¾ se bez skluzu odvaluje druhé koloo støedu O a polomìru R tak, ¾e una¹eè,který spojuje støedy O1, O se otáèí úhlovourychlostí �0 (obr. 17). Urèete smìr a velikostirychlostí bodù O, A, B , C pohyblivého kola. BA CO O1R r!0Obr. 17�Øe¹eníProblém øe¹íme pomocí pólu pohybu P , kterým je zøejmì bod dotyku oboukol, kolem nìho¾ se pohyblivé kolo otáèí okam¾itou úhlovou rychlostí � : Jejívelikost urèíme z úvahy, ¾e bod O je spoleèný una¹eèi i kolu. Proto
B
A CO P O1

R
r!0!

vB
vA vCv0

Obr. 18�
v0 = !0(R+ r) = !R :Z toho ! = (1 + rR )!0 :Pak vA = 2R! = 2(R+ r)!0 ;vB = vC = p2R! = p2(R+ r)!0 :Smìry vektorù rychlostí jsou zøejmé z obr. 18. Problém lze øe¹it rovnì¾ pøímo(bez výpoètu !) u¾itím vztahu (8), pøièem¾ výchozí bude rychlost v0 :e) Polodie nehybná a polodie hybnáPøi rovinném pohybu tìlesa se poloha pólu obecnì mìní s èasem. Proto seurèují køivky, které jsou mno¾inami poloh tìchto bodù pøi pohybu a nazývajíse polodie. Rozli¹ujeme polodii nehybnou a polodii hybnou podle toho, v jakévzta¾né soustavì polohu pólu pøi pohybu urèujeme.P pnph

Obr. 19�
Polodie nehybná (pn) je mno¾ina poloh pólùurèených ve vzta¾né soustavì nehybnì spo-jené s rovinou, v ní¾ se pohyb tìlesa usku-teèòuje. Polodie hybná (ph) je mno¾ina po-loh pólù urèených ve vzta¾né soustavì pevnìspojené s tìlesem. Okam¾itou polohou póluje pak bod P , ve kterém se obì polodie do-12



týkají (obr. 19). Pøi rovinném pohybu tìlesa se polodie hybná odvaluje popolodii nehybné.Zvlá¹» jednoduché je urèení polodií u valení válce nebo koule (obr. 13). Po-lodií hybnou je zøejmì obvodová kru¾nice válce (hlavní kru¾nice koule), polodiínehybnou je prùseènice plochy, po ní¾ se válec (koule) valí, s rovinou pohybu.Pøíklad 3Tyè délky l klou¾e po vedení, které se skládá zeètvrtkruhové èásti o polomìru a < l a z pøíméèásti podle obr. 20. Výchozí poloha tyèe jenaznaèena na obrázku. Urèete nehybnou polo-dii:a) gra�cky,b) analyticky. �0aa l OObr. 20�Øe¹enía) Gra�cky (viz obr. 21)Pøi gra�cké konstrukci hledáme prùseèík kolmic vztyèených v koncovýchbodech A, B tyèe kolmo k teènám trajektorie tìchto bodù (obr. 21). Probod A tyto kolmice procházejí støedem O, pro bod B jsou to rovnobì¾ky.Pro �! 0 nehybná polodie zøejmì asymptoticky ubíhá k nekoneènu.b) AnalytickyPoèátek kartézké vzta¾né soustavy polo¾íme do bodu O, osa x bude rovno-bì¾ná s pøímou èástí vedení (obr. 21). Rovnici nehybné polodie vyjádøímev polárních souøadnicích. Zøejmì platír(') = CBcos' ;kde CB = l cos�� a cos' ;pøièem¾ cos� =p1� sin2� =s1� a2l2 (1� sin')2 :Pak r(') = l cos�cos' � a = lcos's1� a2l2 (1� sin')2 � a :Poèáteèní bod P(0) má polohur(0) =pl2 � a2 � a :13
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Pøíklad 4Tenká tyèka délky l klou¾e svými konci A,B po osách x; y kartézské soustavy souøad-nic (obr. 22). Gra�cky najdìte nehybnoupolodii a hybnou polodii. ly
xA BO Obr. 22�Øe¹ení (obr. 23)Polodie nehybná je ètvrtkru¾nice o po-lomìru l se støedem v poèátku O.Polodie hybná je pùlkru¾nice o polo-mìru l=2 se støedem S ve støedu tyèky.Okam¾itý pól pohybu P je bod dotykuobou kru¾nic.Poznámka: Body tyèky, s výjimkou bodùA, B a S , opisují eliptické trajektorie.Bod S se pohybuje po kru¾nici. OA BPSl=2 l=2l x

y pnph
Obr. 23�
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2 Dynamika tuhého tìlesa2.1 ÚvodModel tuhého tìlesa neuva¾uje slo¾itou mikrostrukturu reálných tìles a pøed-pokládá, ¾e jeho hmotnost je rozlo¾ena spojitì s hustotou, kterou de�nujemelimitní hodnotou pomìru hmotnosti �m; obsa¾ené v objemu �V ; a tohotoobjemu pro �V ! 0 ; tj. % = lim�V!0 �m�V = dmdV :Pøechodem na nekoneènì malé elementy a jejich následnou integrací se u veli-èin makroskopických tìles dopou¹tíme jen nepatrné zcela zanedbatelné chyby,nebo» prùmìr molekuly má velikost øádu 10�10 m. Hustota je obecnì spojitoufunkcí polohy bodu tìlesa % = %(x; y; z) : Pøi øe¹ení na¹ich úloh z dynamikybudeme pøedpokládat % = konst:Pøi odvozování pohybových rovnic tuhého tìlesa budeme vycházet z Newto-nových pohybových zákonù pro hmotný bod. Z metodického hlediska budemetuhé tìleso pova¾ovat za soustavu n! +1 hmotných bodù, které jsou podro-beny tuhým vazbám. Koneèné souèty pak pøecházejí v nekoneèné øady, tj.nXi=1 ! limn!+1 nXi=1 � pro jednoduchost oznaèíme Xi :Pro zachování lep¹í souvislosti a názornosti výkladu tedy ponecháme oznaèeníve tvaru sumaèních znamének, av¹ak bez uvedení intervalu, v nìm¾ le¾í hod-noty indexu n : Budeme v¾dy pøedpokládat, ¾e sumace, resp. integrace, probíhápøes celé tìleso. Rovnì¾ pro hmotnosti hmotných bodù, resp. elementù tìlesa,ponecháme oznaèení mi ; které mají hmotnost mnohem men¹í ne¾ je hmotnostcelého tìlesa. V matematickém vyjádøení pøedstavují elementy hmotnosti dm:Pøi praktických výpoètech nahradíme sumace nekoneèných øad pøímo urèitými(Riemannovými) integrály.V úvahách o dynamice tuhého tìlesa se nejprve zamìøíme na translaèní po-hyb | pøíslu¹ná obecná pohybová rovnice se nazývá první impulsová vìta | apoté na rotaèní pohyb | pøíslu¹ná obecná pohybová rovnice se nazývá druháimpulsová vìta. Poté pøejdeme na dynamiku rovinného pohybu, o kterém víme,¾e jej lze rozlo¾it na translaèní pohyb (aplikace I. impulsové vìty) a na rotaènípohyb kolem okam¾ité osy (aplikace II. impulsové vìty). Dynamický popis tì-lesa v této kapitole budeme provádìt zásadnì v inerciální vzta¾né soustavì.16



2.2 První impulsová vìtaa) Vnìj¹í a vnitøní sílyNa soustavu hmotných bodù a tedy i na tuhé tìleso obecnì pùsobí dvì soustavysil | síly vnìj¹í a síly vnitøní.Vnìj¹í síly souvisejí s pùsobením jiných bodù nebo tìles, které k dané sou-stavì nepoèítáme. Výslednici vnìj¹ích sil, pùsobící na i-tý bod, oznaèíme Fi :Patøí sem napø. tíhová síla, kterou pùsobí Zemì na uva¾ované tìleso na jejímpovrchu. Vnìj¹ími silami jsou i síly vzájemného pùsobení pøi bezprostøednímdotyku tìlesa s jinými tìlesy, dále síly elektrické a síly magnetické.Vnitøní síly souvisejí se vzájemným pùsobením bodù uva¾ované soustavy.O rj ris mj
miFijFjiObr. 24�

U tuhého tìlesa jsou to napø. vazbové síly,které uskuteèòují soudr¾nost tìlesa. Proto¾evnitøní síly jsou silami vzájemného pùsobení,platí pro nì Newtonùv princip akce a reakce.Oznaèíme-li Fij sílu, kterou pùsobí j-tý bod nai-tý bod, a Fji sílu, kterou naopak pùsobí i-týbod na j-tý bod (obr. 24), budeFij + Fji = 0 :Z toho plyne, ¾e souèet vnitøních sil pro celou soustavu hmotných bodù (resp.pro tìleso) je nulový .Pro momenty uvedených sil vzhledem k libovolnému momentovému boduO podobnì platí ri � Fij + rj � Fji = 0 ;nebo» obì síly mají stejné rameno s a jsou vzájemnì opaèného smìru (obr. 24).Tedy i souèet momentù vnitøních sil k libovolnému bodu je nulový . Pøi vy-¹etøování dynamických úèinkù sil na tuhé tìleso jako celek tedy staèí zkoumatjen úèinek vnìj¹ích sil . K tomu je tøeba poznamenat, ¾e i vnitøní síly mohoumít vliv na pohyb soustavy hmotných bodù, mohou zpùsobovat pøeskupováníbodù uvnitø dané soustavy. U tuhého tìlesa k tomu v¹ak dojít nemù¾e, proto¾eu nìj je vzdálenost mezi body podle de�nice stále konstantní (tvar tìlesa jekonstantní).b) Hybnost soustavy, hmotný støedJednou z dùle¾itých dynamických charakteristik soustavy hmotných bodù jehybnost soustavy , de�novaná jako vektorový souèet hybností jednotlivých bodùsoustavy: p = nXi=1mivi = nXi=1mi dridt = ddt  nXi=1miri! : (9)17



Zde jsme mohli provést naznaèenou úpravu derivace podle èasu, nebo» podleklasické mechaniky mù¾eme brát mi = konst:Nyní výraz (9) upravíme u¾itím pojmu hmotný støed . Je to bod, pomocí nì-ho¾ zjednodu¹íme výpoèet hybnosti soustavy tím, ¾e do nìj umístíme celkovouhmotnost m soustavy, tj. m = nXi=1mi :Poloha rS hmotného støedu se de�nuje ze vztahumrS = nXi=1miri ; (10)neboli rS = 1m nXi=1miri : (11)Pro soustavu hmotných bodù nebo pro tuhé tìleso, které se nacházejí v homo-genním tíhovém poli, je hmotný støed zøejmì toto¾ný s tì¾i¹tìm.Hmotný støed nemusí být reálným bodem soustavy hmotných bodù nebo tuhéhotìlesa (je tomu napø. u anuloidu nebo u dutého válce). Je to �ktivní bod o hmotnostirovné hmotnosti celé soustavy hmotných bodù nebo tuhého tìlesa, který umístímedo takové polohy (11) v prostoru, ¾e pomocí nìj mù¾eme dynamicky popsat pohybsoustavy bodù nebo tuhého tìlesa zpùsobený výslednicí vnìj¹ích sil (nikoli v¹ak mo-mentem výslednice vnìj¹ích sil). Budeme-li v dal¹ím textu hovoøit o pohybu hmotnéhostøedu, budeme tím mít na mysli vý¹e popsanou dynamickou ekvivalenci tuhého tì-lesa.Zavedeme-li vztah (10) do (9), mù¾eme pro hybnost soustavy psátp = ddt (mrS) = mdrSdt = mvS ; (12)kde vS je rychlost hmotného støedu. Neboli hybnost soustavy hmotných bodùje rovna hybnosti jediného hmotného bodu, který by se pohyboval jako hmotnýstøed tìlesa a ve kterém by byla soustøedìna celá hmotnost soustavy .Pøi výpoètu hybnosti tuhého tìlesa vykonávajícího ve zvlá¹tním pøípadìposuvný pohyb není ani nutné pracovat s hmotným støedem, nebo» podle (1)jsou rychlosti v¹ech bodù stejné a tudí¾ je mo¾né ve vztahu (9) vi vytknoutpøed sumu. Pak je hybnost tìlesa rovna souèinu hmotnosti a rychlosti libovol-ného bodu tìlesa pøi jeho translaèním pohybu. Z hlediska univerzálnosti pojmuhmotný støed pro obecné pøípady soustavy hmotných bodù, napø. u rovinného18



pohybu tuhého tìlesa, se s tímto pojmem pracuje i u translaèního pohybu tu-hého tìlesa.c) Formulace první impulsové vìtyUva¾ujme tuhé tìleso, které se pohybuje v inerciální vzta¾né soustavì. Bude-lina i-tý bod tohoto tìlesa pùsobit vnìj¹í síla Fi a výslednice vnitøních silPj Fijod ostatních bodù tìlesa, bude pro èasovou zmìnu jeho hybnosti pi platitdpidt = Fi +Xj Fij : (13)Sumací pøes celé tìleso pro levou stranu rovnice (13) dostanemeXi dpidt = ddtXi pi = ddt (mvS) ; (14)tedy èasovou zmìnu hybnosti tìlesa, vyjádøenou i vztahem (12). Podobnì su-mací pro pravou stranu rovnice (13) dostanemeXi 0@Fi +Xj Fij1A =Xi Fi = F ;tedy výslednou vnìj¹í sílu pùsobící na tìleso, nebo» výslednice v¹ech vnitøníchsil je nulová. Zmìnu hybnosti tìlesa tudí¾ zpùsobuje výslednice pùsobících silpodle rovnice dpdt = F : (15)Je formálnì shodná s pohybovou rovnicí jediného hmotného bodu a je pohybo-vou rovnicí translaèního pohybu tuhého tìlesa. Rovnice (15) se oznaèuje jakoprvní impulsová vìta pro tuhé tìleso.Èasová zmìna hybnosti tìlesa je rovna výsledné síle pùsobícína tìleso.Proto¾e podle klasické mechaniky neuva¾ujeme závislost hmotnosti tìlesana jeho rychlosti ve vzta¾né soustavì a proto¾e hmotnost tuhého tìlesa se ijinak s èasem nemìní (jinak je tomu napø. u raket), mù¾eme rovnici (15) pøepsats vyu¾itím vztahu (12) do tvarumdvSdt = maS = F ; (16)19



kde aS je zrychlení hmotného støedu.Je-li výslednice vnìj¹ích sil F nulová, je dpdt = 0 a tedy p = konst . Nebo-lihybnost tìlesa je konstantní. Dospíváme tak k zákonu zachování hybnosti.Dílèí platnost tohoto zákona dostaneme i pro prùmìty. Je-li prùmìt výslednésíly do urèité osy inerciální soustavy nulový, je ve smìru této osy hybnost tìlesakonstantní. Napø. pro Fx = 0 je mvSx = konst :2.3 Druhá impulsová vìtaa) Obecná formulace druhé impulsové vìtyAnalogicky momentu síly vzhledem k danému pevnému bodu OM = r � F (viz napø. [11])de�nujeme moment hybnosti napø.i-tého bodu soustavy bodù vzhle-dem k danému pevnému bodu Ojako vektorový souèin polohovéhovektoru ri a hybnosti pi = mivi ; tj.Li = ri � pi : (17)Má velikost Li = ripi sin� ; jehosmìr je zøejmý z obr. 25. O ri piLi mi �Obr. 25�Budeme nyní hledat souvislost mezi èasovou zmìnou momentu hybnosti avýsledným momentem síly, který pùsobí na tuhé tìleso pøi rotaci kolem okam-¾ité osy rotace v inerciální vzta¾né soustavì. Poté budeme výpoèet specializovatna rotaci kolem nehybné osy. Pro moment hybnosti i-tého bodu platí vztah (17).Jeho derivací podle èasu (jako souèinu dvou funkcí) dostanemedLidt = dridt � pi + ri � dpidt :První souèin na pravé stranì je nulový nebo» vektor hybnosti má stejný smìrjako vektor rychlosti. Ve druhém souèinu dosadíme sílu podle vztahu (13). TedydLidt = ri �0@Fi +Xj Fij1A :Provedeme-li sumaci tìchto pøíspìvkù vzhledem k okam¾ité ose pro celé tìleso,20



dostaneme pohybovou rovnici, její¾ levá strana bude mít tvarXi dLidt = ddtXi Li = dLdt :Jde tedy o èasovou zmìnu momentu hybnosti tuhého tìlesa. Pravá strana rov-nice bude mít po sumaci tvarXi 24ri �0@Fi +Xj Fij1A35 =Xi ri � Fi =Xi Mi =M ;pùjde tedy o výsledný moment vnìj¹ích sil pùsobící na tuhé tìleso, nebo» vý-sledný moment v¹ech vnitøních sil je nulový. Tento moment má smìr okam¾itéosy rotace. Obecná pohybová rovnice rotaèního pohybu tedy znídLdt =M : (18)Výsledek (18) se oznaèuje jako druhá impulsová vìta.Èasová zmìna momentu hybnosti tìlesa vzhledem k libovolnémupevnému bodu je rovna výslednému momentu vnìj¹ích sil vzhle-dem k tému¾ bodu.Aplikace druhé impulsové vìty (18) na tìleso konající obecný prostorovýpohyb je nároèná, nebo» vede k soustavì diferenciálních rovnic s tenzorovýmivelièinami. Proto se nyní soustøedíme jen na øe¹ení jednodu¹¹ích úloh a to narotaci tuhého tìlesa kolem nehybné osy a poté na obecný rovinný pohyb tuhéhotìlesa.b) Moment hybnosti tuhého tìlesa vzhledem k nehybné oseVýrazem (17) je de�nován moment hybnosti i-tého bodu tìles vzhledem k bodu(O). Bude-li tìleso rotovat kolem nehybné osy, bude nutné poèítat jeho momenthybnosti vzhledem k ose (analogicky momentu síly vzhledem k ose | viz èl.1.3 v [11]). Abychom zjednodu¹ili oznaèení velièin a výpoèet momentu hybnostitìlesa k nehybné ose, uvìdomíme si, ¾e body tìlesa opisují pøi tomto pohybukruhové trajektorie se støedem na nehybné ose.
21



Pro výpoèet pøíspìvku i-tého bodu tìlesak jeho celkovému momentu hybnosti zvolímepoèátek Oi ve støedu této kru¾nice (obr. 26).Pak bude velikost jeho polohového vektoru ritoto¾ná s polomìrem pøíslu¹né kruhové tra-jektorie. Proto¾e vedle toho rychlost vi i-téhobodu je kolmá k prùvodièi ri ; mù¾eme pro ve-likost momentu hybnosti i-tého bodu psátLi = ripi sin 90� = rimivi = !mir2i ;kde ! je úhlová rychlost rotace. Proto¾e taktovypoètené pøíspìvky od jednotlivých bodùmají stejný smìr | smìr nehybné osy rotace| bude mít moment hybnosti celého tìlesavelikost o mi viriOiLi M�
Obr. 26�L =Xi Li = !Xi mir2i = !J ; (19)kde J =Pimir2i (20)je moment setrvaènosti tuhého tìlesa vzhledem k nehybné ose o : O tétovelièinì pojednáme samostatnì v èlánku 2.4. Jeliko¾ úhlová rychlost � je vektorle¾ící v ose rotace, je moment hybnosti tuhého tìlesa rotujícího kolem nehybnéosy vektor L = J� ; (21)le¾ící rovnì¾ v nehybné ose rotace.c) Formulace druhé impulsové vìty pro rotaci kolem nehybné osyVyjádøíme-li moment hybnosti tuhého tìlesa rotujícího kolem nehybné osypomocí vztahu (21) a uvá¾íme-li, ¾e pro dané rozlo¾ení hmotnosti tuhého tìlesavzhledem k nehybné ose rotace je J = konst: ; mù¾eme výsledek (18) pøepsatdo jednoduchého tvaru ddt (J�) = J d�dt = J� =M ; (22)kde � je vektor úhlového zrychlení, který rovnì¾ le¾í v ose rotace.Je-li výsledný moment sil M nulový, jedLdt = 0 a tedy L = konst : (23)22



Tím jsme dospìli k zákonu zachování momentu hybnosti . Proto¾e J = konst: ;dostáváme vzhledem k (21) souèasnì i výsledek� = konst : : (24)Pøíklad 5Na høídel s nasazeným setrvaèníkem o polomìru r a o celkovém momentu se-trvaènosti J vzhledem k ose høídele pùsobí hnací moment síly o velikostiM =M0 � k! ;
N r M(!)Obr. 27�

kde M0 a k jsou konstanty a ! je oka-m¾itá úhlová rychlost. Na obvod strvaè-níku (obr. 27) souèasnì pùsobí èelist brzdy,pøièem¾ pøítlaèná síla je N a souèinitelsmykového tøení f . Høídel se rozbíhá z kli-dového stavu. Urèetea) Maximální úhlovou rychlost !m høí-dele.b) Závislost ! = !(t) a èas tm ; kdy høídeldosáhne úhlové rychlosti !m :Øe¹enía) Proto¾e hnací moment síly je závislý na úhlové rychlosti a brzdný momentsíly Nfr je konstantní, dosáhne høídel maximální úhlové rychlosti !m pøivyrovnání velikosti tìchto momentù sil, tedy kdy¾M0 � k!m = Nfr ;odtud !m = M0 �Nfrk :b) Pohybová rovnice podle (22) ve skalárním tvaru budeJ d!dt =M0 � k! �Nfr :Aby se høídel vùbec roztoèila, musí býtM0 �Nfr =M 00 > 0 :23



Rovnici upravíme do tvaru vhodného k integraci tím, ¾e oddìlíme (separu-jeme) promìnné ! a t : J d!M 00 � k! = dt :Integrujeme v mezích od ! = 0 do ! a od t = 0 do t:�Jk Z !0 � k d!M 00 � k! = Z t0 dt :Integrací �Jk h ln(M 00 � k!)i!0 = Jk ln M 00M 00 � k! = t :Odtud ! = M0 �Nfrk  1� e� kJ t! :Z èasového prùbìhu ! vidíme, ¾e høídel dosáhne maxima !m a¾ v limitnímpøípadì tm !1 :2.4 Moment setrvaènosti tuhého tìlesa vzhledem k ne-hybné osea) Výpoèet momentu setvaènostiMoment setrvaènosti tìlesa vzhledem k nehybné ose de�nujeme výrazem (20):J =Xi mir2i :Je to velièina, která je mírou setrvaèných úèinkù tìlesa pøi rotaèním pohybu.Tato velèina zøejmì závisí nejen na hmotnostech elementù tìlesa, ale pøede-v¹ím na jejich rozlo¾ení vzhledem k rotaèní ose. Pøitom setrvaènost hmotnýchelementù se uplatòuje s druhou mocninou jejich vzdáleností od osy rotace. Jed-notkou momentu setrvaènosti v soustavì SI je kg�m2 :Pøi výpoètu momentu setrvaènosti tìles pøedpokládáme spojitì rozlo¾enouhmotnost. Pak sumace nekoneèné øady (20) pøejde na urèitý integrálJ = R(m)r2dm; (25)kde intergraci provádíme pøes celou hmotnost m tìlesa. Je-li tìleso homogenní ,tak dm = % dV ; % = konst: a dV je element objemu. Pak se integrál (25)zjednodu¹í do tvaru J = % R(V )r2dV (26)24



a integraci provádíme pøes celý objem V tìlesa.Prochází-li osa hmotným støedem, nazývá se moment setrvaènosti centrálnímoment setrvaènosti. Je-li u homogenního tìlesa tato osa osou symetrie jdeo hlavní centrální moment setrvaènosti . Element dV volíme tak, aby integracebyla co nejjednodu¹¹í, jak to bude ukázáno na následujících pøíkladech. Máme-li poèítat moment setrvaènosti k urèité ose a známe-li moment setrvaènostik ose rovnobì¾né s touto osou, která prochází hmotným støedem, pou¾ijemek výpoètu s výhodou Steinerovu vìtu (viz následující odstavec ad b).Moment setrvaènosti je zøejmì aditivní velièina. Toho lze výhodnì vyu¾ítpøi výpoètu momentu setrvaènosti tìles slo¾ených z n èástí, jejich¾ momentyJi známe. Pak J = nXi=1 Ji : (27)Tento postup se vyu¾ívá napø. pøi øe¹ení úloh è. 18 a 20. Má-li homogennítìleso dutinu nebo otvor, odeèteme od celku moment setrvaènosti tìlesa, kteréby vyplòovalo dutinu nebo otvor. Tohoto postupu se vyu¾ije napø. pøi øe¹eníúlohy è. 22.Aditivnosti momentu setrvaènosti vyu¾ijeme i pøi výpoètu momentu setr-vaènosti homogenního tìlesa, které si pøedstavíme slo¾ené z nekoneèného poètuèástí, jejich¾ elementární momenty dJ známe. Pak øada (27) pøejde v integrálJ = Z(J)dJ : (28)Tohoto postupu je vyu¾ito napø. v pøíkladì 7 a v úloze 14 d), e), kdy si tìlesapøedstavíme slo¾ena z elementárních desek promìnného polomìru.Pøíklad 6Vypoètìte moment setrvaènosti homogenního kruhového válce k jeho rotaèníose. Válec má polomìr R a hmotnost m.Øe¹eníK øe¹ení u¾ijeme vzorce (26). Z válce vyjmemeelement soumìrný k ose. Jeho prùøez má tvarmezikru¾í (obr. 28) o polomìru r a tlou¹»ce dr :Oznaèíme-li vý¹ku válce l, budedV = 2�lrdr :Integrujeme v mezích od r = 0 do r = R : Pak
R r dr

Obr. 28�J = % Z R0 r2dV = 2�%l Z R0 r3dr = 12�%lR4 = 12mR2 ; (29)25



kde m = �R2l% je hmotnost válce.Moment setrvaènosti válce pro urèitou hmotnost zøejmì nezávisí na jehový¹ce. Stejný vzorec tedy platí i pro tenkou kruhovou desku stejného polomìrua stejné hmotnosti.Pøíklad 7Vypoètìte moment setrvaènosti homogenní koule o hmotnostim a polomìruR vzhledem k ose, která prochází jejím støedem.Øe¹eníPrvní zpùsobydy O rR
Obr. 29�

K øe¹ení pou¾ijeme nejprve vzorec (28). Koulisi pøedstavíme slo¾enou z elementárních desek(vrstev) o polomìru r a tlou¹»ce dy (obr. 29).Deska má v souladu s (29) elementární momentsetrvaènosti dJ = 12r2dm;kde dm = �r2%dy ; r2 = R2 � y2 :Pak po integraci v mezích od y = �R ; y = R dostanemeJ = �%2 Z R�R(R2 � y2)2dy = 815�%R5 = 25mR2 ; (30)kde m = 43�R3% je hmotnost koule.Druhý zpùsob
xy

z x y zrR dmOObr. 30�
Pro momenty setrvaènosti vzhledem k osámx ; y ; z ; které procházejí bodem O, platíJx = Z(m)(y2 + z2)dm;Jy = Z(m)(x2 + z2)dm;Jz = Z(m)(x2 + y2)dm:U koule vzhledem k její symetrii podle støedu O, platíJx = Jy = Jz = J :26



Tak¾e seètením vý¹e uvedených vztahù dostaneme3J = 2 Z(m)(x2 + y2 + z2)dm = 2 Z(m) r2dm;kde r je vzdálenost elementu od bodu O (nikoliv od osy jako ve vztahu (25)).Proto uvedený integrál má význam polárního momentu strvaènosti . Pro výpo-èet tohoto integrálu mù¾eme zvolit hmotný element, jeho¾ body mají stejnouvzdálenost od bodu O, tedy element tvaru kulové skoøepiny o polomìru r atlou¹»ce dr : Její hmotnost je dm = 4�%r2dr :Tak¾e pøi integraci od r = 0 do r = R dostaneme3J = 8�% Z R0 r4dr = 85�%R5 = 65mR2 :Odtud ji¾ dostaneme výsledek (30).Tøetí zpùsobPro výpoèet momentu setrvaènosti koule máme je¹tì jednu mo¾nost volbyelementu | ve tvaru tenké válcové skoøepiny promìnného prùmìru 2r ; tlou¹»kydr a vý¹ky 2y (obr. 31). U¾ijeme vzorce (26), kde
yy rR drOObr. 31�

dV = 2�r � 2ydr :Pak pøi integraci od r = 0 do r = R dostanemeJ = 4�% Z R0 yr3dr :Souøadnice r ; y ; elementu jsou vázány Pytha-gorovou vìtou, kterou budeme je¹tì diferenco-vat: r2 = R2 � y2 ; 2rdr = �2ydy :Jeliko¾ pøejdeme na promìnnou y ; musíme transformovat i meze | u¾itímvztahu y = pR2 � r2 : Tak pro spodní mez dostaneme y = R a pro horní mezy = 0 : PakJ = �4�% Z 0R y2(R2 � y2)dy = 4�% Z R0 (R2y2 � y4)dy == 4�% �R2 y33 � y55 �R0 = 815�%R5 = 25mR2 :27



b) Steinerova vìtaNyní odvodíme vìtu, která umo¾ní vypoèíst moment setrvaènosti J tìlesavzhledem k libovolné ose, známe-li moment setrvaènosti JS vzhledem k rov-nobì¾né ose, která prochází hmotným støedem.Pro výpoèet polo¾íme poèátek O 0 èár-kované vzta¾né soustavy do hmotnéhostøedu S (obr. 32). Neèárkovaná sou-stava má osy rovnobì¾né se soustavouèárkovanou, pøièem¾ osy x; x0 splý-vají. Pùjde nám o to najít vztah mezimomentem J k ose z a momentemJS k ose z0; která prochází hmotnýmstøedem S . Osy z; z0 mají vzájemnouvzdálenost d. Podle de�nièního vztahu(20) platí pro tyto momenty setrvaè-nosti vztahy Oz O 0 � Sz0r r0xid x0i x � x0yi = y0imiy y0
Obr. 32�J =Xi mi(x2i + y2i ) ;JS =Xi mi(x02i + y02i ) :Z obr. 32 je zøejmé, ¾e x2i = (x0i + d)2 ; yi = y0i :Po dosazení do výrazu pro J dostanemeJ =Xi mi(x02i + y02i ) + 2dXi mix0i + d2Xi mi = JS +md2 ;proto¾e zaèátek èárkované soustavy le¾í v hmotné støedu tìlesa (pro jeho polohuv této soustavì platí x0S = 0 ) a tudí¾ podle (11) jeXi mix0i = 0 :Dostali jsme tak dùle¾itý vztahJ = JS +md2 ; (31)28



který se nazývá Steinerova vìta:Moment setrvaènosti J tuhého tìlesa vzhledem k libovolné ose jeroven souètu momentu setrvaènosti JS vzhledem k ose procháze-jící hmotným støedem S rovnobì¾nì s uva¾ovanou osou a souèinuhmotnosti m tìlesa se druhou mocninou vzdálenosti d obou os.Pøíklad 8Vypoètìte moment setrvaènosti soustavy dvou do-týkajících se pevnì spojených stejných homogenníchkoulí podle obr. 33 k ose o : Ka¾dá z koulí má hmot-nost m a polomìr r :Øe¹eníU¾itím Steinerovy vìty a výsledku (30) dostanemeJ = 2(JS +mr2) = 2(25mr2 +mr2) = 145 mr2 : m mr ro
Obr. 33�c) Momenty setrvaènosti homogenních tìles jednoduchého geomet-rického tvaru o hmotnosti mV následující tabulce uvedeme momenty nìkterých homogenních tìles jed-noduchého tvaru. Jedná se vesmìs o hlavní centrální momenty setrvaènosti(s výjimkou momentu J1 v prvním pøípadì). Odvození vìt¹iny uvedených vzor-cù je pøedmìtem úloh ve tøetí èásti této publikace.Tenká tyèKolmý válecKruhová deska J0 = 112ml2; J1 = 13ml2J1 = 12mr2J2 = J3 = m4 �r2 + l23 �
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Dutý kruhovýkolmý válecTenkostìnnáválcová trubkaKouleTenkostìnnákulová skoøepinaKolmý ku¾elKomolý kolmýku¾elTenký kruhovýprstenecKrychleHranol
Elipsoid J3 = m5 (a2 + b2)J2 = m5 (a2 + c2)J1 = m5 (b2 + c2)J3 = m12 (a2 + b2)J2 = m12 (a2 + c2)J1 = m12 (b2 + c2)J1 = J2 = J3 = m6 a2J1 = J2 = 12mr2J3 = mr2J1 = 310mr51 � r52r31 � r32J1 = 310mr2J1 = J2 = J3 = 23mr2J1 = J2 = J3 = 25mr2J1 = mr2J1 = m2 (r21 + r22)r2 r11r 1123 r 123 rr1

r1r21 123r 123a 123a b c 123 ab c

é
�

!30



2.5 Dynamika obecného rovinného pohybu tuhého tìlesaa) Pohybové rovnicePøi obecném rovinném pohybu tìlesa le¾í trajektorie, rychlosti a zrychlení jed-notlivých bodù tìlesa v navzájem rovnobì¾ných rovinách rovnobì¾ných se zvo-lenou základní rovinou. Za tuto rovinu zvolíme rovinu (x; y) kartézké soustavy.Pak poloha, rychlost a zrychlení i-tého bodu a vnìj¹í síla pùsobící na i-tý bodtìlesa budou mít souøadniceri = fxi ; yi ; 0g ; vi = fvix ; viy ; 0g ;ai = faix ; aiy ; 0g ; Fi = fFix ;Fiy ; 0g :Osa okam¾ité rotace bude mít smìr osy z ; a proto úhlová rychlost, úhlovézrychlení a moment vnìj¹í síly pùsobící na i-tý bod budou mít souøadnice� = f0 ; 0 ; !g ; � = f0 ; 0 ; "g ; Mi = f0 ; 0 ; Mig :Pro pohyb tìlesa budou platit impulsové vìty, které mají obecný tvar (14)a (18): dpdt = F ; (32)dLdt =M ; (33)kde p =Xi mivi = mvS ;L =Xi ri �mivi (34)je hybnost a moment hybnosti tìlesa pøi rovinném pohybu. V tìchto vyjádøeníchje osa, vzhledem k ní¾ poèítáme momentové velièiny (L,M), volena obecnì jakoosa z vzta¾né soustavy x ; y ; z : Výhodné je tento výpoèet zjednodu¹it volboudvou zvlá¹tních poloh momentové osy, která bude procházet1. hmotným støedem,2. pólem pohybu.1. Momentová osa prochází hmotným støedemS hmotným bodem S spojíme poèátek vzta¾né soustavy O' (obr. 34). Pakpro polohový vektor i-tého bodu mìøený v pùvodní soustavì a pro jeho rychlostplatí ri = rS + r 0i ; vi = vS + v 0i ;31



O
a) b)y y0 x0xS�O'mi

rSri r 0i viv 0i vS
Obr. 34 kde rS je polohový vektor hmotného støedu a vS jeho rychlost. Nejprvevypoètìme moment hybnosti tìlesa vzhledem k ose z dosazením tìchto vztahùdo výrazu (34):L =Xi (rS + r 0i )�mi(vS + v 0i ) = rS � vSXi mi +Xi mir 0i � vS++ rS �Xi miv 0i +Xi r 0i �miv 0i = rS �mvS +Xi r 0i �miv 0i ; (35)nebo» Xi mir 0i = mr 0S = 0 ;Xi miv 0i = mv 0S = 0 ;proto¾e r 0S = 0 ; v 0S = 0 je poloha a rychlost hmotného støedu vzhledemke vzta¾né soustavì x0 ; y0 pevnì spojené s hmotným støedem (viz obr. 34a).Výraz (35) mù¾e být formálnì pøepsán do tvaruL = LS + L0 ; (36)kde LS = rS � pS (37)je moment hybnosti hmotného støedu tìlesa vzhledem k ose z ; nazývanýté¾ orbitální moment hybnosti aL0 =Xi r 0i �miv 0i (38)32



je moment hybnosti tìlesa vzhledem k ose z0 procházející hmotným støedem,nazývaný té¾ spinový moment hybnosti. Oznaèení þorbitálníÿ a þspinovýÿ majípùvod v atomistice, kde se zavádí napø. orbitální moment hybnosti elektronua spinový moment hybnosti elektronu, zvaný spin.Èasovou zmìnu momentu hybnosti dostaneme souètem derivovaných vztahù(37) a (38):dLdt = vS � pS| {z }0 +rS �maS +Xi v 0i �miv 0i| {z }0 +Xi r 0i �mia 0i : (39)První a tøetí èlen je zøejmì nulový (jde o vektorový souèin rovnobì¾ných vek-torù). Upravíme nyní ètvrtý èlen, kdy¾ si uvìdomíme, ¾e vzhledem k (5) a (6)platí: a 0i = a 0it + a 0in = �� r 0i + �� v 0i ; a 0it?r 0i ; a 0in k r 0i :Vzájemnou polohu vektorù vidíme na obr. 35. Z uvedených vztahù plyne: 1)r 0i �mia 0i = r 0i �mia 0it + r 0i �mia 0in| {z }0 = mir 0i � (�� r 0i ) = � �mir2i ;Xi r 0i �mia 0i = �Xi mir02i = �JS ;
S
z0� r 0iv 0i a 0ita 0inmiri � a 0it

Obr. 35"
kde JS je moment setrvaènosti vzhle-dem k ose z0, která prochází hmotnýmstøedem S .Tak mù¾eme vztah (39) pøepsat dotvarudLdt = rS �maS + JS� : (40)Výsledný moment sil, který je rovenvýslednému momentu vnìj¹ích sil, mù-¾eme analogicky rozlo¾it na dva èlenyM =Xi ri � Fi =Xi (rS + r 0i )� Fi = rS � F +MS ; (41)1) K rigoróznìj¹í (av¹ak zdlouhavìj¹í) úpravì bychom pou¾ili vzorec pro rozpis dvojnéhovektorového souèinu: a�(b�c)=b(a �c)-c(b�a ) .33



kde MS je výsledný moment vnìj¹ích sil vzhledem k ose z0 procházející hmot-ným støedem. Porovnáme-li levé a pravé strany vztahu (40), (41) dostaneme II.impulsovou vìtu, ze které vyplývají pohybové rovnice tuhého tìlesa konajícíhoobecný rovinný pohyb: maS = F ; JS� =MS :Pøi vyjádøení ve slo¾kách dostanememd2xSd t2 = Fx ; (42)md2ySd t2 = Fy ; (43)JS d2'd t2 =MS ; (44)kde xS ; yS jsou souøadnice trajektorie hmotného støedu, Fx; Fy souøadnice vý-slednice vnìj¹ích sil, JS moment setrvaènosti tìlesa k ose procházející hmotnýmstøedem a MS velikost výsledného momentu vnìj¹ích sil k té¾e ose.2. Momentová osa prochází pólem pohybuS tìlesem vykonávajícím obecný rovinný pohyb spojíme vzta¾nou soustavux ; y ; z tak, ¾e její poèátek O polo¾íme do pólu pohybu (obr. 36). Momentovouosou tedy bude osa z.
O�P x

y ! miriviObr. 36!
Z vlastností pólu vyplývá, ¾e rychlostiv¹ech bodù jsou kolmé k prùvodièùm, ne-boli vi = �� ri :Pak moment hybnosti (34) tìlesa k ose z jeL =Xi ri �mi(�� ri)a pro jeho derivaci podle èasu platídLdt =Xi vi �mivi| {z }0 +Xi ri � (mi�� ri) +Xi ri � (mi�� vi)| {z }0 :34



Vektor v kulaté závorce ve tøetím èlenu je rovnobì¾ný s vektorem ri ; rovnì¾vektory ve vektorovém souèinu prvního èlenu jsou vzájemnì rovnobì¾né, protojsou oba èleny nulové. Nyní upravíme druhý èlen. Vektory ri; � a vektorovýsouèin �� ri jsou vzájemnì kolmé. Protori �mi(�� ri) = � �mir2i ; Xi ri � (mi�� ri) = �Xi mir2i = �JP : 2)Velièina JP je moment setrvaènosti k ose z procházející pólem pohybu. Momentvnìj¹ích sil poèítáme rovnì¾ k ose procházející pólem:Xi ri � Fi =MP :Druhá impulsová vìta tedy dává pohybovou rovnici ve tvaruJP � =MP ;kterou lze psát skalárnì JP " = JP d2'd t2 =MP : (45)Pøi øe¹ení úloh, podle dispozice zadání, lze výhodnì u¾ít jeden nebo druhýzpùsob sestavení pohybové rovnice. Nìkdy lze jednodu¹e u¾ít postupy oba, jaksi uká¾eme na následujícím pøíkladì.Pøíklad 9g 1 2l mF1 Obr. 37"
Homogenní tenká tyè o hmotnosti m adélce l je zavì¹ena na dvou stejných rov-nobì¾ných vláknech 1, 2 podle obr. 37.Pro okam¾ik, kdy bude vlákno 2 pøe-støihnuto, urèete:a) Tahovou sílu F1 ve vláknì 1.b) Zrychlení hmotného støedu S a úh-lové zrychlení tyèe.Øe¹eníVýsledná tíhová síla mg pùsobí v tì¾i¹ti T toto¾ném s hmotným støedemS (obr. 38), vzhledem k nìmu¾ budeme psát pøíslu¹né momenty.2) Úpravu lze pøímo provést u¾itím døíve zmínìného vzorce pro rozpis dvojného vektoro-vého souèinu. 35



P O SJS mg xyl=2F1 '; !Obr. 38#
Pohybové rovnice (42) a¾ (44) mají tvarm�xS = 0 ;m�yS = F1 �mg ; (46)JS �' = �F1 l2 ;kde JS = 112ml2 :Na konci tyèe, v bodì P , je okam¾itý pól pohybu a tudí¾ mezi y-ovou slo¾kouokam¾itého zrychlení hmotného støedu a úhlovým zrychlením platí�yS = l2 �' : (47)Po dosazení do (46) za JS a �yS øe¹ením dostanemea) F1 = mg4 ;b) �xS = 0 ; �yS = �34g ; �' = �3g2l :Tahová síla ve vláknì je zøejmì polovièní ne¾ ve statickém pøípadì, kdy jsouv èinnosti obì vlákna.Nyní je¹tì uká¾eme druhý zpùsob, kdy momentová osa bude procházet pó-lem P , který je na levém konci tyèe. Pak podle pohybové rovnice (45) budeplatit: 13ml2 �' = �mg l2 :Odtud �' = �3g2lv souladu s pøedchozím øe¹ním. Zrychlení hmotného støedu vypoèteme z vaz-bové podmínky (47). Tímto postupem ov¹em nemù¾eme vypoèítat sílu F1 ;proto¾e její moment k P je zøejmì nulový.b) Valivý pohyb tìlesa po naklonìné rovinìBudeme zkoumat valivý pohyb tuhého rotaèního tìlesa po naklonìné rovinì.Aby toto tìleso konalo rovinný pohyb, musí mít s naklonìnou rovinou buï bo-dový dotyk (jde napø. o kouli, rotaèní elipsoid nebo anuloid), nebo dvojbodovýdotyk, pøièem¾ pøímka spojující tyto body musí být rovnobì¾ná s rotaèní osou36



(napø. soustava dvou stejných spojených koulí anebo rùzná rotaèní tìlesa spl-òující tuto podmínku) nebo tìlesa dotýkající se roviny povrchovou pøímkourovnobì¾nou s rotaèní osou (napø. válec, nikoli v¹ak ku¾el).Aby tìleso bylo schopno se odvalovat, musí být naklonìná rovina drsná amezi tìlesem a rovinou musí pùsobit tøení. V dosavadních úlohách jsme pøed-pokládali, ¾e tìleso se odvaluje dokonale, bez prokluzu. Ne v¾dy budou splnìnypodmínky pro tento pøedpoklad. Na¹ím úkolem je tyto podmínky stanovit.Uva¾ujme homogenní rotaèní tìleso o hmotnosti m a momentu setrvaènostiJS vzhledem k rotaèní ose, které se na polomìru r dotýká naklonìné roviny sesklonem � (obr. 39). Mezi tìlesem a rovinou pùsobí smykové tøení, jeho¾ koe-�cient je f : Soustavu souøadnic zvolíme tak, ¾e osa x bude mít smìr spádnicenaklonìné roviny. Rovina pùsobí na tìleso reakcí, která má normálovou (N) ateènou (T ) slo¾ku.Skalární pohybové rovnice (42) a¾(44) pro uva¾ované tìleso jsoum�xS = mg sin�� T ; (48)m�yS = N �mg cos� ; (49)JS �' = Tr : (50)V tìchto tøech rovnicích je pìt ne-známých:N ; T ; xS ; yS ; ' : Abysoustava byla øe¹itelná, musímepøipojit je¹tì dvì rovnice (resp.podmínky). Jednou z nich je pod-mínka vazby, podle ní¾ se hmotnýstøed pohybuje po pøímce rovno-bì¾né s osou x ; neboli
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Obr. 39$yS = r = konst: ; resp. �yS = 0 : (51)Pak z rovnice (39) pro normálovou slo¾ku reakce plyneN = mg cos� : (52)Dal¹í doplòkové rovnice závisí na tom, zda tìleso pøi odvalování prokluzujenebo ne. Mohou nastat tyto pøípady:1. Tìleso se dokonale odvaluje, tedy bez prokluzu. Pak mezi bodem dotykutìlesa a naklonìnou rovinou je nulová relativní rychlost a bod dotyku A jeokam¾itým pólem pohybu (A�P). Odtud dostaneme vazbovou rovnicixS = r' ; resp. �xS = r �' : (53)37



2. Tìleso se odvaluje a souèasnì smýká, tedy mezi tìlesem a naklonìnou rovinouje prokluz a teèná slo¾ka reakce dosahuje hodnoty síly smykového tøeníT = Ft = fN = fmg cos� : (54)ad 1) Øe¹ení pro dokonalé odvalováníDosazením z (53) za �' do (50) dostanemeT = JSr2 �xS : (55)Po dosazení (55) do (48) dostaneme pro x-ovou slo¾ku zrychlení hmotnéhostøedu výraz �xS = mr2JS +mr2 g sin� : (56)Zpìtným dosazením (56) do (55) vychází pro teènou slo¾ku reakce výrazT = JSJS +mr2mg sin� = JSJP mg sin� ; (57)kde JP = JS +mr2 je, v souladu se Steinerovou vìtou, moment setrvaènostik ose, která prochází okam¾itým pólem pohybu P .Dvojí integrací rovnice (56) pøi uvá¾ení poèáteèních podmínek xS(0) = x0 ;vS(0) = 0 je xS = x0 + 12 mr2JS +mr2 gt2 sin� : (58)Aby pøi odvalování nedo¹lo k prokluzu musí být teèné slo¾ky reakce (57) men¹íne¾ síla smykového tøení, neboli T < fN : Musí tedy být splnìna podmínkaJSJP mg sin� < fmg cos� ;neboli pro úhel � sklonu naklonìné roviny musí platittg� < JPJS f : (59)Nyní budeme dosa¾ené výsledky (56) a¾ (59) konkretizovat pro nejdùle¾itìj¹íhomogenní tìlesa: pro válec a pro kouli.38



�) Válec JS = 12mr2 ; JP = 32mr2 ; JPJS = 3 ;�xS = 23g sin� ;T = 13mg sin� ;xS = x0 + 13gt2 sin� ;tg� < 3f ; tj. � < 16;7� pro f = 0;10 ; � < 36;9� pro f = 0;25 :�) Koule JS = 25mr2 ; JP = 75mr2 ; JPJS = 72 ;�xS = 57g sin� ;T = 27mg sin� ;xS = x0 + 514gt2 sin� ;tg� < 72f ; tj. � < 19;3� pro f = 0;10 ; � < 41;2� pro f = 0;25 ;ad 2) Øe¹ení pro odvalování provázené smykánímNormálová i teèná slo¾ka reakce je pro tento pøípad známa: viz výrazy (52) a(54). Dosazením za T do rovnic (48) a (50) dostaneme�xS = g(sin�� f cos�) ; (60)�' = f mgrJS cos� : (61)Po integraci s ohledem na integraèní podmínku xS(0) = x0 dostáváme souøad-nice pohybujícího se tìlesaxS = x0 + 12gt2(sin�� f cos�) ; (62)39



' = f mgr2JS t2 cos� : (63)Aby øe¹ení (60) a (62) mìlo smysl, musí být výraz v závorce kladný, tj. musíplatit sin� > f cos� ;tj. tg� > f : (64)Proto¾e vy¹etøovaný pøípad ad 2) nastává a¾ pøi nesplnìní podmínky (59), tj.pro tg� � JPJS fa proto¾e v¾dy je JPJS > 1 ; je podmínka (64) v¾dy splnìna.2.6 Kinetická energie tuhého tìlesaa) Kinetická energie pøi translaèním pohybuNa tìleso nech» pùsobí vnìj¹í síly, které mají výslednici F procházející hmot-ným støedem. V¹echny body tìlesa opisují stejné trajektorie; budeme sledovattrajektorii hmotného støedu, do kterého pøi translaèním pohybu soustøeïujemecelkovou hmotnost tìlesa. Hmotný støed nech» se v èase t nachází v bodì A(obr. 40a), kde pùsobí výsledná síla F :a) b)
trajektorieA A0dr ��n � v F ��0 d� nObr. 40%Tato síla pøi pøemístìní hmotného støedu do soumezné polohy A' vykoná ele-mentární práci dW = F � dr = Fdr cos� : (65)Jestli¾e se pøemístìní do A' vykoná za èasový interval dt ; je pùsobící okam¾itývýkon P = dWdt = F � drdt = F � v : (66)40



Vykonaná práce dW se projeví vzrùstem kinetické energie tìlesa v uva¾o-vané inerciální vzta¾né soustavì: dW = dEk : Dosadíme-li za sílu do (65) z I.impulsové vìty (14), dostanemedEk = F � dr = mdvdt � dr = mdrdt � dv = mv � dv : (67)Pro výpoèet skalárního souèinu rychlosti v a jejího pøírùstku dv si uvìdomíme,¾e v = v� ; kde � je jednotkový vektor ve smìru teèny � k trajektorii (obr. 40a).Pak v � dv = v� � d(v�) = v� � (�dv + vd�) = vdv(� � �) + v2� � d� = v dv ;nebo» � � � = 1 a � � d� = 0 (� je kolmé k d� a má smìr normály n | viz obr.40b). Pak dEk = mv dv :Provedme-li integraci mezi dvìma polohami r1 ; r2 hmotného støedu, v nich¾ mátìleso rychlosti v1 ; v2 ; dostaneme pro práci a pro pøírùstek kinetické energie:W12 = Z r2r1 F � dr = Z v2v1 mv dv = 12mv22 � 12mv21 = Ek2 �Ek1 : (68)Kinetická energie tìlesa pøi translaèním pohybu v uva¾ované inerciální vzta¾nésoustavì, v ní¾ má rychlost v , jeEk = 12mv2 : (69)b) Kinetická energie pøi rotaèním pohybu kolem nehybné osyPøi rotaci tuhého tìlesa kolem nehybné osy má vektor elementu úhlové dráhyd¡ ; vektor úhlové rychlosti � i vektor M momentu síly (resp. silové dvojice)smìr osy otáèení (viz napø. obr. 26). Pak pro element práce, kterou vykonámoment M pøi elementárním pootoèení d' = dsr mù¾eme vzhledem k (65)postupnì psát dW = F � dr = Fds = Frd' =Md' : (70)Jestli¾e se tato elementární práce vykonala v elementárním èasovém intervaludt ; bude okam¾itý výkonP = dWdt =M d'dt =M! =M � � : (71)41



Práce (70) se opìt projeví elementárním pøírùstkem kinetické energie rotaè-ního pohybu tìlesa v uva¾ované inerciální vzta¾né soustavì, v ní¾ je osa otáèenínehybná: dW = dEk : Dosadíme-li do (70) ze II. impulsové vìty (22) dostanemedEk = J d!dt d' = J d'dt d! = J!d! :Jestli¾e tìleso mìlo ve výchozí poloze '1 úhlovou rychlost !1 a v koneènépoloze '2 úhlovou rychlostí !2 ; bude vykonaná práce rovna pøírùstku kinetickéenergie:W12 = Z '2'1 Md' = Z !2!1 J! d! = 12J!22 � 12J!21 = Ek2 �Ek1 : (72)Kinetická energie tìlesa pøi jeho rotaèním pohybu kolem nehybné osy v uva¾o-vané inerciální vzta¾né soustavì, v ní¾ má úhlovou rychlost � ; jeEk = 12J!2 : (73)c) Kinetická energie pøi rovinném pohybuTuhé tìleso nech» koná v uva¾ované inerciální vzta¾né soustavì rovinný pohyb.Pro jeho kinetickou energii platíEk =Xi 12miv2i = 12Xi mi(vi � vi) : (74)Rychlost i-tého bodu vi nyní vyjádøíme pomocí rychlosti vS hmotného støeduv uva¾ované vzta¾né soustavì. Zøejmì platí (viz obr. 34b)vi = vS + v 0i ;kde v 0i je rychlost i-tého bodu vzhledem k hmotnému støedu. Po dosazení do(74) dostanemeEk = 12Xi mi(vS + v 0i ) � (vS + v 0i ) = 12v2SXi mi + vS �Xi miv 0i + 12Xi miv02i :(75)Suma ve druhém èlenu výrazu (75) pøedstavuje hybnost tìlesa ve vzta¾né sou-stavì spojené hmotným støedem. Srovnáme-li výrazy (9) a (12) mù¾eme ana-logicky psát Xi miv 0i = mv 0S ; (76)42



kde v 0S je rychlost hmotného støedu v soustavì s ním pevnì spojené | zøejmìje v 0S = 0 a èlen (76) je nulový. Pak pøijde vztah (75) pro kinetickou energii dotvaruEk = 12mv2S + 12Pimiv02i = 12mv2S + 12!2Pimir2i = 12mv2S + 12JS!2 ;(77)kde JS je moment setrvaènosti tìlesa k ose procházející hmotným støedem.Vztah (77) vyjadøuje Königovu vìtu:Kinetická energie tuhého tìlesa pøi jeho obecném rovinném po-hybu je rovna souètu kinetické energie hmotného støedu (odpo-vídá translaèní slo¾ce pohybu) a kinetické energie pohybu tìlesavzhledem k hmotnému støedu (odpovídá rotaèní slo¾ce pohybu).2.7 Zákon zachování mechanické energieUva¾ujme pohyb tìlesa v silovém poli, které je konzervativní. Pøitom konzer-vativní pole je takové pole, u nìho¾ práce pùsobící síly vykonaná po uzavøenétrajektorii tìlesa v tomto poli je nulová. To mù¾e být jen, kdy¾ práce mezidvìma body trajektorie závisí pouze na výchozí a koneèné poloze tìlesa, nikolina tvaru trajektorie. V takovém poli mù¾eme de�novat potenciální (polohovou)energii Ep : Pøíkladem konzervativních polí v mechanice je pole gravitaèní apole pru¾ných sil, v elektromagnetismu je to pole elektrostatické.Podle vý¹e uvedené de�nice, tedy práce, kterou konzervativní pole vykonápøi pøemístìní z polohy 1 do polohy 2 jeW12 = Ep1 �Ep2 : (78)Z toho je zøejmé, ¾e potenciální energie je de�nována a¾ na konstantu | tase pøi výpoètu práce podle (78) vyru¹í. Proto je nutné podle charakteru úlohyvolit nulovou hladinu potenciální energie.Jak jsme poznali v èl. 2.6, projeví se práce vykonaná na tìlese vzrùstem jehokinetické energie v uva¾ované inerciální vzta¾né soustavì | srovnej s výrazy(68) a (72). Tedy W12 = Ep1 �Ep2 = Ek2 �Ek1 ;neboli Ek1 +Ep1 = Ek2 +Ep2 :43



Obecnì tedy platí Ek +Ep = konst: (79)Tento vztah vyjadøuje zákon zachování mechanické energie:Celková mechanická energie tìlesa v konzervativním poli v uva-¾ované inerciální vzta¾né soustavì je konstantní.Zákon zachování energie(79) spolu s výrazy (69), (73) a (77) pro kinetickouenergii mù¾eme s výhodou vyu¾ít pøi øe¹ení mnohých úloh z mechaniky tìlesa.Pøitom napø. pøi výpoètu rychlosti nebo úhlové rychlosti nemusíme øe¹it dife-renciální pohybovou rovnici, jak si uká¾eme na následujících dvou pøíkladech.Pøíklad 10Tenká tuhá homogenní tyè o délce l = 2aa hmotnosti m klou¾e koncovým bodemB po dokonale hladké vodorovné plo¹e(obr. 41). Tyè se zaèala pohybovat z kli-dové, témìø svislé polohy (' � �=2).Urèete velikost úhlové rychlosti � jakofunkci úhlu ' :
A

B'm; l = 2a
Obr. 41&Øe¹eníK øe¹ení vyu¾ijeme zákona zachování mechanické energie (79). V opìrném bodìB pùsobí na tyè reakce RB vodorovné plochy, která v¹ak v pøípadì neexistencetøení je kolmá k plo¹e, a tudí¾ pøi pohybu tyèe nekoná práci (obr. 42). Jedinousilou, která zpùsobuje zmìnu kinetické energie v soustavì spojené s vodorovnouplochou je tíhová síla mg :Proto¾e poèáteèní rychlost tyèe byla nu-lová a tíhová síla je svislá, pohybuje sehmotný støed po svislé pøímce. Mechanickáenergie v poèáteèní poloze má slo¾kyEk0 = 0 ; Ep0 = mga ;v obecné poloze podle (77) jeEk = 12mv2S + 12JS!2 ; Ep = mga sin' :

A
B'SmgvS RBvB
Par !!
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Pro výpoèet rychlosti vS hmotného støedu S mù¾eme s výhodou pou¾ít pólupohybu P (obr. 42). Platí vS = !r = !a cos' : Uvá¾íme-li, ¾e JS = m(2a)2=12dostaneme po dosazení do vztahu (79) pro zákon zachování energie rovnicimga = 12ma2!2 cos2 '+ 12 � 13ma2!2 +mga sin' ;neboli g(1� sin') = a!26 (1 + 3 cos2') :Odtud dostaneme hledané øe¹ení! =s6ga � 1� sin'1 + 3 cos2' :Pøíklad 11Tenká tuhá homogenní tyè o hmotnosti m a délce l je ze stavu klidu, kdy jeodklonìna od svislice o úhel '0 ; volnì pu¹tìna (obr. 43).
O
y '0 l m

xR k xObr. 43(
a) Vypoètìte rychlost jejího koncovéhobodu pøi dopadu na vodorovnou ro-vinu.b) Do jaké vzdálenosti xR od osy O jenutné ve vodorovné rovinì umístitnárazník o tuhosti k ; aby zachytil ce-lou sílu nárazu, tj. aby reakce v zá-vìsu osy tyèe nezávisela na síle ná-razu.c) Vypoètìte velikost síly nárazu pøiumístìní nárazníku podle bodu ad b).Øe¹enía) Øe¹íme u¾itím zákona zachování mechanické energie. Nulovou hladinu po-tenciální energie volíme ve vodorovné rovinì. Celková energie ve výchozípoloze je E0 = Epmax = mg l2 cos'0 : (80)45



Celková energie ve vodorovné rovinì jeEv = Ekmax = 12J!2 = 12 � 13ml2�vl �2 = 16mv2 :Z rovností celkových energií v obou polohách dostaneme pro rychlost kon-cového bodu tyèe výraz v =p3gl cos'0 :b) Pøi dopadu tuhé tyèe na pru¾ný nárazník o konstantní tuhosti k dojde kezpomalenému otoènému zabrzdìní tyèe; úhlové zrychlení oznaèíme " :O x xR dx nárazníkdF Fq(x)Obr. 44)
Na element dx tyèe pùsobí elementsíly (obr. 44)dF = a dm = "xml dx :Délková hustota síly tedy jeq(x) = dFdx = "ml x :Síla tedy narùstá lineárnì od osy O (viz obr. 44). Výsledná síla má velikostF = Z l0 g(x) dx = "ml Z l0 x dx = "ml2 : (81)Aby nárazník zcela zachytil nárazovou sílu, musíme jej umístit tak, abyle¾el na nositelce výslednice (81). Její polohu xR urèíme z podmínky, ¾emoment výslednice je roven souètu momentù slo¾kových sil. Slo¾kové sílyjsou rozlo¾eny spojitì, proto tento souèet pøejde v integrál. TedyFxR = Z l0 g(x) � x dx ;neboli "ml2 xR = "ml Z l0 x2dx = "ml23 :Z prvního a tøetího èlenu dostaneme pro polohu výslednice a tím i pro polohunárazníku výraz xR = 23 l : (82)Tato poloha se v dynamice nazývá støed rázu nebo støed perkuze.46



c) Vý¹e vypoètená velikost výslednice setrvaèných sil, která je dynamickou si-lou nárazu, je podmínìna znalostí úhlového zrychlení " : To závisí na tuhostinárazníku a jeho velikost bìhem nárazu vzrùstá. Výpoèet koneèné velikostisíly F mù¾eme v¹ak udìlat pøímo úvahou o energii. Celková mechanickáenergie E0 vypoètená v bodì ad a) se po nárazu pøemìní na potenciálnípru¾nou energii Epr nárazníku podle vztahuE0 = Epr = 12ky2max = 12k�Fk �2 = F 22k ;kde ymax = Fk je dynamická slo¾ka deformace pøi nárazu. Po dosazení zaE0 z výrazu (80) dostaneme pro koneènou velikost síly nárazu výrazF =pmglk cos'0 : (83)Po dosazení tohoto výrazu do (81) bychom mohli vypoèítat velikost pøíslu¹-ného úhlového zrychlení pøi nejvìt¹í deformaci nárazníku.Celková síla, pùsobící pøi nárazu na nárazník, bude kromì dynamické slo¾ky(83) zahrnovat je¹tì statickou tíhovou slo¾ku, která závisí na poloze xR podle(82). Celková síla má velikostFc = 34mg +pmglk cos'0 :
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2.8 Srovnání rotaèního pohybu s translaèním pohybemZe zavedených velièin a odvozených vztahù mezi velièinami pro translaèní po-hyb tuhého tìlesa a pro rotaèní pohyb tuhého tìlesa kolem nehybné osy jemo¾né sledovat analogie, které mají hlub¹í fyzikální souvislost. Pro získání lep¹íorientace mezi tìmito velièinami a vztahy je vhodné si udìlat jejich shrnutí avzájemné srovnání.translaèní pohyb rotaèní pohybelement dráhy dr ; ds element úhlové dráhy d¡rychlost v = drdt úhlová rychlost � = d¡dtzrychlení a = dvdt úhlové zrychlení � = d�dthmotnost m moment setrvaènosti Jsíla F moment síly M = r � Fhybnost p = mv moment hybnosti L = J�I. impulsová vìta F = dpdt II. impulsová vìta M = dLdtpohybová rovnice ma = F pohybová rovnice J� =Melement práce dW = F � ds element práce dW =M � d¡výkon P = F � v výkon P =M � �kinetická energie Ek = 12mv2 kinetická energie Ek = 12J!2
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3 Úlohy1. Klika AB ètyøkloubového mechanismu (obr. 45), jeho¾ èleny tvoøí parale-logram se otáèí podle rovnice pohybu ' = kt3 ; kde k > 0 je konstanta.Urèete rychlost a zrychlení bodu E ojnice v èase t1 : Dáno AB = CD = r == 0;10 m ; AD = BC ; k = 0;10 s�3 ; t1 = 10 s :
A DB CEr' Obr. 45* A�OS x

yr v0Obr. 46+2. Motor se roztáèí tak, ¾e souèin úhlové rychlosti a úhlového zrychlení jeho ro-toru je stálý, tj. !" = k ; kde k > 0 : Otáèky motoru na poèátku jsou n0 : Vy-poètìte otáèky n1 motoru v èase t1 : Je dáno: k = 20 s�3 ; n0 = 190 min�1 ;t1 = 30 s :3. Odvoïte parametrické rovnice trajektorie bodu A, který le¾í na povrchuválce o polomìru r ; z jeho poèáteèní polohy naznaèené na obr. 46. Válec sedokonale odvaluje po rovinì. Za parametr volte úhel ' otoèení válce kolemosy procházející støedem S . Urèete souøadnice bodu A v tìchto zvlá¹tníchpolohách: ' = 0 ; �2 ; � ; 3�2 ; 2� a vypoètìte v tìchto polohách i velikostrychlosti bodu A, má-li støed S rychlost v0 :a) b)A CBO OA Bl r xy y l' ' 2 h0; �2 ixObr. 47,49



4. Tenká tyèka AB délky l se klou¾e po vedení ve tvarua) pùlkru¾nice (obr. 47a) tak, ¾e bod B pøejde do bodu C ,b) dvou vzájemnì kolmých stìn (obr. 47b).Odvoïte rovnici nehybné polodie v souøadnicích kartézských soustav na-znaèených na obr. 47.5. Je dán klikový mechanismus podle obr. 48, u nìho¾ r : l = 1 : 3 : Gra�ckoumetodou najdìte nehybnou polodii ojnice AB pro ' 2 h0; 2�i :
A O Bl r 'Obr. 48- g J r smObr. 49.6. Para¹utista o hmotnosti m = 90 kg seskoèí padákem z balónu, který jev relativním klidu vùèi povrchu Zemì. Odporová síla vzduchu je úmìrnádruhé mocninì rychlosti podle vztahu F0 = kv2 ; kde pro daný padák jek = 35;3 : Vypoètìte, jaké maximální rychlosti mù¾e para¹utista dosáhnout.7. Jaký je moment setrvaènosti kotouèe kladky o polomìru r = 180 mm ;jestli¾e záva¾í o hmotnosti m = 4;0 kg probìhne dráhu s = 1;2 m za dobut = 1;3 s : Na poèátku je záva¾í v klidu (obr. 49).8. Vypoètìte moment setrvaènosti J rotaèního tìlesa ze soustavy na obr. 50,jestli¾e záva¾í o hmotnostech m1 ; m2 se pohybují po drsných plochách aurazí dráhu s ze stavu klidu za dobu t0 : Je dánom1 ; m2 ; r ; s ; t0 ; �1 ; �2a souèinitel smykového tøení f : Stanovte podmínku pro to, aby se soustavavùbec pohybovala.9. Je dána soustava s dvojitou kladkou podle obr. 51, u ní¾ známe r; R; J; m1;m2: Urèete:a) Úhlové zrychlení kladky.b) Úhlovou rychlost kladky v èase t ; je-li v t0 = 0 ! = !0 :50
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Obr. 50/

g r RJ kladnáorientacem2 m1Obr. 51010. Rotor o momentu setrvaènosti J = 2;25 � 10�5 kg�m2 ; je pohánìn krokovýmimpulsním motorem. Moment setrvaènosti motoru zanedbáváme. Hnací mo-ment má konstantní velikost Mh = 1;25 � 10�4 N�m a udìlí rotoru jedenimpuls po dobu t0 = 0;220 s : Pohyb rotoru je souèasnì brzdìn pasivnímiodpory, jejich¾ výsledný moment má velikost Mp = 2;3 � 10�6 N �m : Vy-poètìte:a) Jaké maximální úhlové rychlosti rotor dosáhne.b) Za jak dlouho od poèátku impulsu se rotor zastaví.c) Jaký úhel rotor opí¹e od poèátku impulsu do svého zastavení.11. Rotor turbíny o momentu setrvaènosti J volnì dobíhá z poèáteèní úhlovérychlosti !0 pod pùsobením odporových sil, které mají moment o velikostiM = k!2 ; kde ! je okam¾itá úhlová rychlost a k > 0 je konstanta. Ur-èete:a) Závislost ! = !(t) :b) Dobu t1 ; za ní¾ se !0 zmen¹í na !0=10 :12. Stejnosmìrný elektromotor je pøi úhlové rychlosti !0 pøepnut do dynamo-vého chodu, pøièem¾ na jeho rotor zaène pùsobit brzdicí moment síly o ve-likostiMb = k! ; kde k > 0 je konstanta. Rotor má moment setrvaènosti J .Vypoètìte, za jakou dobu t1 a po kolika obrátkách z1 klesne úhlová rychlostrotoru na polovinu.13. Motor o konstantním výkonu P roztáèí setrvaèník ze stavu, kdy má poèá-teèní úhlovou rychlost !0 : Soustava motoru se setrvaèníkem má momentsetrvaènosti J . Vypoètìte, jakou úhlovou rychlost získá setrvaèník za èas ta poèet z otáèek, které potom vykoná.51



14. Odvoïte vztah pro moment setrvaènosti J vzhledem k ose geometrické sou-mìrnosti tìchto homogenních rotaèních tìles o hmotnosti m:a) Tenkostìnná trubka o støedním polomìru r :b) Tlustostìnná trubka o vnìj¹ím polomìru r1 a o vnitøním polomìru r2 :c) Tenkostìnná kulová skoøepina o støedním polomìru r :d) Kolmý ku¾el o kruhové základnì s polomìrem r :e) Kolmý komolý ku¾el o kruhových základnách s polomìry r1 ; r2 < r1 :15. a) Odvoïte vztah pro moment setrvaènosti J tenké homogenní tyèe délkyl k ose o ; s ní¾ tyè svírá úhel � a která prochází jejím koncem (obr. 52).Hmotnost tyèe je m:b) Jaký bude moment setrvaènosti J1 ; kdy¾ na vnìj¹í konec tyèe pøidámehmotný bod o té¾e hmotnosti m ?
�o m lObr. 521

mx yz rSObr. 53216. Odvoïte vztah pro moment setrvaènosti tenkého homogenního prstenceo hmotnosti m a støedním polomìru r:a) k ose z procházející hmotným støedem S kolmo k jeho rovinì (obr. 53),b) k osám x ; y ; které le¾í v rovinì prstence a prochází bodem S.17. Odvoïte vztah pro moment setrvaènosti J homogenní krychle o délce hranya vzhledem k ose, která prochází jejím geometrickým støedem kolmo ke stìnìkrychle. Hmotnost krychle je m:18. Vypoètìte moment setrvaènosti J vzhledem k ose symetrie homogenníhorotaèního tìlesa, které sestává z válcové èásti a dvou polokulových èástípodle obr. 54. Je dáno: rozmìr r a hmotnost m celého tìlesa.19. Odvoïte vztah pro moment setrvaènosti tenké homogenní tyèky o hmotnostim a o délce l: 52



a) K ose procházející jedním z koncù kolmo na tyèku.b) K ose procházející støedem tyèky kolmo na její osu.c) Z výsledkù ad a), b) ovìøte platnost Steinerovy vìty.
r r 2rm
Obr. 543 r rm mm 6roObr. 55420. Vypoètìte moment setrvaènosti homogenní èinky podle obr. 55 k ose o :Spojovací tyèku pova¾ujte za tenkou. Je dán rozmìr r ; hmotnost m ka¾déz koulí a stejná hmotnost m spojovací tyèky.21. Vypoètìte moment setrvaènosti tìchto homogenních tìles, jejich¾ hmotnostje m a polomìr r:a) válce k jeho povrchové pøímce,b) koule k teènì její hlavní kru¾nice.22. Je dána homogenní kruhová deska o polomìru r s otvorem podle obr. 56.Deska má hustotu % a tlou¹»ku a : Vypoètìte moment setrvaènosti J vzhle-dem k ose procházející støedem O kolmo na desku.
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Obr. 565
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Obr. 57623. Kyvadlo sestává ze tøí hmotných bodù, ka¾dý o hmotnosti m; rozmístìnýchpodle obr. 57 s rozteèí a. Vypoètìte moment setrvaènosti kyvadla a dobuT malých kmitù v tìchto pøípadech:53



a) Hmotnost spojovací tyèky je zanedbatelná.b) Hmotnost spojovací tyèky je m:Stanovte pomìr Ta=Tb odpovídajících period.24. Válec o hmotnosti m a polomìru r se otáèí kolem své rotaèní osy úhlovourychlostí !0 : Jakou by musel mít úhlovou rychlost ! pøi rotaci kolem svépovrchové pøímky, aby se nezmìnila jeho kinetická energie?25. Setrvaèník (obr. 58) mù¾eme roztoèit tak, ¾e na jeho pouzdro o polomìru rnavineme ¹òùrku a za její volný konec táhneme silou a¾ do jejího odvinutí.Vypoètìte úhlovou rychlost setrvaèníku o momentu setrvaènosti J odvinula-li se ze stavu klidu délka l ¹òùrky bez prokluzu pøi pùsobení síly F = konst .
J rObr. 587

O h mR 2r
g

Obr. 59826. Je dáno Maxwellovo kyvadlo jako soustava dvou blízko sebe umístìnnýchválcových kotouèù o polomìru R a o celkové hmotnosti m; které jsou spo-jeny èepem o polomìru r ; jeho¾ hmotnost zanedbáme (obr. 59). Na èepu jejedním koncem pøipevnìno a navinuto nerozta¾itelné vlákno, které je dru-hým koncem pøipevnìno k závìsu. Po navinutí vlákna a po uvolnìní kotouèùz horní klidové polohy se vlákno odvijí bez prokluzu. Vypoètìte:a) Rychlost støedu kotouèù pøi jejich pøemístìní do vzdálenosti h od klidovépolohy.b) Zrychlení støedu kotouèù. 54



27. Vypoètìte kinetickou energii støely v okam¾iku, kdy opou¹tí hlaveò zbranì(je to tzv. ús»ová energie). Je dáno: rá¾e d ; úhel � vývrtu hlavnì (vizobr. 60), poèáteèní rychlost v0 ; hmotnost støely m a její moment setrvaè-nosti J0 :
d � � vv0Obr. 609

h m rA
B CR

g !1 h1Obr. 61:28. Kulièka o hmotnosti m a polomìru r se z klidového stavu v bodì A valí bezklouzání po dráze podle obr. 61 a v bodì C ji opustí. Je-li dána vý¹ka h apolomìr R ; vypoètìte:a) Sílu, která bude na kulièku pùsobit, kdy¾ bude procházet nejni¾¹ím bo-dem B .b) Nejvìt¹í vý¹ku h1 ; do které vystoupí a úhlovou rychlost !1 ; kterou zdebude mít.
h
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Obr. 62; O l1 k �1 xl m�0yg
Obr. 63<29. Na drsné naklonìné rovinì se sklonem � se po vypu¹tìní ze stavu kliduv bodì A (viz. obr. 62) dokonale odvaluje jednak kulièka, jednak váleèek.55



Obì tìlesa mají stejnou hmotnost m a stejný polomìr r : Vypoètìte:a) Zrychlení ak hmotného støedu kulièky, av váleèku.b) Dobu tk ; resp. tv ; za kterou tìlesa projdou bodem B , který je ve vý¹ceh pod bodem A. Jakou pøi tom dosáhnou postupnou rychlost hmotnéstøedy tìles?Stanovte pomìr velikosti jednotlivých vypoètených velièin pro kulièku aváleèek.30. Homogenní tenká tyè konstantního prùøezu je ve stavu klidu odklonìna odsvislice o úhel �0 : Tyè má hmotnost m a délku l :a) Urèete její úhlovou rychlost !1 v okam¾iku dopadu na pru¾inový náraz-ník, jeho¾ horní konec se nachází ve vodorovné rovinì, která procházíèepem O tyèe (obr. 63).b) Jaká bude nejvìt¹í úhlová odchylka �1 tyèe od vodorovné roviny pojejím dopadu na nárazník, jeho¾ tuhost je k a vzdálenost od èepu O jel1 : Pøi øe¹ení pøedpokládejte, ¾e tuhost nárazníku je tak velká, ¾e nenínutné poèítat se zmìnou gravitaèní potenciální energie tyèe, zpùsobenoujejí odchylkou o malý úhel �1 :31. Homogenní tenká tyè konstantního prùøezu o délce l je na jednom svémkonci otoènì zavì¹ena (obr. 64). Jaká rychlost v1 musí být udìlena volnémukonci tyèe, aby se tyè dostala ze svislé polohy do polohy vodorovné?
l �' = �2g O

v1 Obr. 64=
Ol1 lT '1Tm1 m; J

g v1Obr. 65>32. Do balistického kyvadla pro urèování rychlostí støel pronikne støela o hmot-nosti m1 neznámou rychlostí v1 (obr. 65), pøièem¾ støela zùstane v tìlesekyvadla. Pùsobením støely se podélná osa kyvadla vychýlí od svislice o úhel'1 : Je známa hmotnost m kyvadla, poloha lT tì¾i¹tì a moment setrvaè-nosti J kyvadla k ose O. Urèete rychlost støely, je-li známa vzdálenost l1její trajektorie od osy O. 56



33. Døevìná tyè se otáèí úhlovou rychlostí !0 kolem nehybné svislé osy O a mávzhledem k ní moment setrvaènosti J0 : Kolmo na tyè, ve vzdálenosti r0,narazí støela o hmotnosti m0 rychlostí v0 proti pohybu tyèe (obr. 66).a) Urèete úhlovou rychlost !1 otáèení tyèe, jestli¾e støela v tyèi uvázne.b) Zmìní se úhlová rychlost !1 ; jestli¾e støela po nìkolika otáèkách z tyèevypadne (pøedpokládáme nulovou relativní rychlostí)?m0r0 J0 !0v0 OObr. 66? Or rm J
Obr. 67@ Ol '(1)Obr. 68A34. Vodorovná kruhová deska je dokonale otoèná kolem svislé osy procháze-jící jejím støedem O; vzhledem k této ose má moment setrvaènosti J : Nadesce, která je vzhledem k uva¾ované inerciální soustavì v klidu, stojí vevzdálenosti r èlovìk o hmotnosti m (budeme jej pova¾ovat za hmotný bod).O jaký úhel '0 se kotouè pootoèí, obìhne-li èlovìk desku v kladném smìrupo kru¾nici o polomìru r jednou dokola (obr. 67)?35. Tenká homogenní tyè o délce l je volnì pu¹tìna ze svislé polohy (1) (obr. 68)a se zanedbatelným tøením se otáèí okolo èepu O.a) U¾itím pohybové rovnice urèete závislost úhlového zrychlení " tyèe naúhlu otoèení.b) U¾itím zákona zachování energie urèete závislost úhlové rychlosti ! tyèena úhlu otoèení. Derivací výsledku ovìøte øe¹ení v bodì ad a).36. Svisle stojící tenká homogenní tyè o délce l je otoènì ulo¾ená v èepu O(obr. 69). Uvolníme ji ze svislé polohy (1). Tyè zaène vlivem tí¾e padat,tj. otáèet se kolem osy z procházející bodem O. Pøi prùchodu vodorovnourovinou (2) tyè uvolníme v lo¾isku (napø. vyta¾ením èepu) a tyè se zaènevolnì pohybovat prostorem. Odvoïte rovnice pro pohyb volnì se pohybujícítyèe, tj. funkce xS = xS(t) ; yS = yS(t) ; ' = '(t) :37. Tenká tuhá homogenní tyè o délce l a hmotnosti m se rovnomìrnì otáèíúhlovou rychlostí ! kolem svislé osy o (obr. 70). Tyè je v bodì A klou-57



bovì pøipojena ke svisle rotujícímu høídeli, v bodì B je ke høídeli pøipojenaprostøednictvím lana tak, ¾e osa tyèe svírá s osou høídele úhel � : Urèetevelikost tahové síly v lanì.
l (1) (2)
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Obr. 70C38. Tenká tuhá homogenní tyè o délce l = 2a klou¾e v koncových bodech A, Bpo dvou dokonale hladkých stìnách, z nich¾ jedna je svislá, druhá vodorovná(obr. 71). Tyè je na svislé stìnì vedena tak, aby bod A byl neustále v dotykuse stìnou.Tyè se zaèala pohybovat z klidové, témìø svislé polohy (' � 90�) : Urèetevelikost úhlové rychlosti � tyèe jako funkci úhlu ' :

l = 2aA B'Obr. 71D O�PA(0; yA)S(xS ; 0) B(xB ; 0)C xy
mg

F1 1 2
Obr. 72E39. Tìleso obecného tvaru je zavì¹eno na dvou rovnobì¾ných vláknech 1, 2uchycených v bodech A, C podle obr. 72. Tìleso má hmotnost m a moment58



setrvaènosti JS vzhledem k ose, která prochází hmotným støedem S rovno-bì¾nì s osou z zvolené vzta¾né soustavy. Bod A má souøadnice xA = 0 ; yA ;poloha hmotného støedu S je rovnì¾ známa: xS ; yS = 0 : Pro okam¾ik,kdy bude pøeru¹eno vlákno 2, urèete:a) Sílu F1 napínající vlákno 1.b) Zrychlení hmotného støedu a úhlové zrychlení rotaèního pohybu tìlesa.c) Zrychlení bodu B o souøadnicích xB ; yB = 0 ; pøièem¾ vyu¾ijte jednakvlastnosti pólu P pohybu, jednak rozkladu pohybu s referenèním bodempolo¾eným do hmotného støedu.40. Homogenní rotaèní válec o hmotnosti m a polomìru r se dotýká drsné vo-dorovné roviny s koe�cientem smykového tøení f : Válec je prostøednictvímnerozta¾itelného vlákna zanedbatelné hmotnosti ta¾en pøes kladku rovnì¾se zanedbatelnou hmotností záva¾ím o hmotnosti m1 (obr. 73).a) Napi¹te pohybové rovnice válce a záva¾í.b) Øe¹te pohybové rovnice pro pøípad, kdy se válec dokonale odvaluje.Stanovte podmínku pro koe�cient smykového tøení, aby tento pøípadnastal.c) Proveïte øe¹ení pro odvalování provázené smykáním. Pøíslu¹né velièinyoznaète èárkou.
Sm r m1 g

Obr. 73F
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Výsledky úloh1. Tyè BC vykonává translaèní pohyb, proto vE = vB ; aE = aB : PakvE = 3krt21 = 3;0 m�s�1 ;aEt = 6krt1 = 0;60 m�s�2 ; aEn = v2Er = 9k2rt41 = 90 m�s�2 :2. Diferenciální rovnice se separovanými promìnnými: ! d! = k dt ;n1 = 30� s��n030 �2 + 2kt1 = 381 min�1 :3. x = r(' � sin') ; y = r(1� cos') : : : cykloida.' = 0 : x = 0 ; y = 0 ; v = 0 ;' = �2 : x = r(�2 � 1) ; y = r ; v = p2v0 ;' = � : x = �r ; y = 2r ; v = 2v0 ;' = 3�2 : x = r(3�2 + 1) ; y = r ; v = p2v0 ;' = 2� : x = 2�r ; y = 0 ; v = 04. a) x = y = 0 .. . bod O.b) x2+y2 = l2 ; pro x � 0 ; y � 0 . . . ètvrtkru¾nice o polomìru l se støedemv O.5. viz obr. 746. Para¹utista koná translaèní pohyb; jeho max. rychlost bude vmax =rmgk == 5;0 m�s�1 :7. J = mr2 �gt22s � 1� = 0;76 kg�m28. Aby se soustava vùbec pohybovala, musí býtm2 sin�2 > m1(sin�1 + f cos�1) +m2f cos�2 nebo60



m1 sin�1 > m2(sin�2 + f cos�2) +m1f cos�1 :Pøedpokládáme-li platnost první podmínky, budou se záva¾í pohybovat sezrychleníma = m2(sin�2 � f cos�2)�m1(sin�1 + f cos�1)J + (m1 +m2)r2 r2g = konst:Moment setrvaènosti kladky pak budeJ = m2r2 �(sin�2 � f cos�2)gt202s � 1��m1r2 �(sin�1 + f cos�1)gt202s � 1� :
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Obr. 74G9. a) " = m1R�m2rm1R2 +m2r2 + J g ; b) ! = !0 + "t :10. a) !max = Mh �MpJ t0 = 1;20 rad�s�1 :61



b) t0 + t1 = MhMp t0 = 11;96 s :
O tt0 t0 + t1! !maxJc) ' = Mh �Mp2J MhMp t20 = 7;18 rad :11. Pohybová rovnice pøi separaci promìnných: d!!2 = � kJ dt :a) ! = J!0J + k!0t ; b) t1 = 9Jk!0 :12. t1 = Jk ln 2 ; z1 = J!04�k :13. ! =r!20 + 2PJ t ; z = J6�P �r(!20 + 2PJ t)3 � !30� :14. a) J = mr2 ; b) J = 12m(r21 + r22) ; c) J = 32mr2 ;d) J = 310mr2 ; e) J = 310mr51 � r52r31 � r32 :15. a) J = 13ml2 sin2 � ; b) J = 43ml2 sin2 � :16. a) Jz = mr2 ; b) Jx = Jy = 12mr2 :17. J = 16ma2 : Dá se dokázat, ¾e tento moment setrvaènosti nezávisí na smìruosy, která prochází støedem krychle.18. J = 2350mr2 :19. a) J = 13ml2 ; b) J0 = 112ml2 ; c) 13ml2 = 112ml2 +ml24 :62



20. J = 1795 mr2 :21. a) J = 32mr2 ; b) J = 75mr2 :22. J = 1332�%ar4 :23. a) Ja = 14ma2 ; Ta = 2�r7a3g ;b) Jb = 17ma2 ; Tb = 2�r34a15g ;TaTb =s3534 := 1;015 (odchylka 1; 5%) :24. ! = !0p3 :25. ! =r2F lJ :26. a) v =vuut 2gh1 + R22r2 ; b) a = 2r2g2r2 +R2 :27. Ek = 12 �m+ 2J0 tg2 �d2 � v20 :28. a) FB = mg �1 + 10(h� r)7(R� r) � ;b) h1 = 5h+ 2R7 ; !1 =r10g(h�R)7r2 :29. a) ak = 57g sin� ; av = 23g sin� ; akav = 1514 ;b) tk = 1sin�r14h5g ; tv = 1sin�r3hg ; tktv =r1415 ;vk =r107 gh ; vv =r43gh ; vkvv =r1514 :63



30. a) !1 =r3g cos�0l ;b) �1 = mgll1k � 12l1 +rk cos�0mgl � (zahrnuje statickou a dynamickou slo¾ku).31. v1 = p3gl :32. Aplikujeme zákon zachování momentu hybnosti a zákon zachování energie.v1 = 1m1l1q2g(1� cos'1)(mlT +m1l1)(J +m1l21) :33. a) !1 = J0!0 � r0m0v0J0 +m0r20 :Podle vztahu mezi momentem hybnosti tyèe J0!0 a momentem hybnostir0m0v0 støely se tyè buï pouze zpomalí (!1 > 0) ; zastaví (!1 = 0) nebose roztoèí v opaèném smìru (!1 < 0) :b) Úhlová rychlost !1 se nezmìní.34. '0 = �2�mr2J(Deska se otoèí v opaèném smìru, ne¾ je smìr obìhu èlovìka.)35. a) " = 3g2l sin' ; b) ! =r3gl (1� cos') :36. xS = l2 = konst: ; yS = 12gt2 + 12 tp3gl ; ' = tr3gl :37. Vypoèteme výslednici spojitì rozlo¾ených odstøedivých sil a napí¹eme mo-mentovou podmínku rovnováhy k bodu A. pakF = mg�12 tg�+ l!23g sin�� :38. Øe¹íme u¾itím zákona zachování energie, pøièem¾ pro výpoèet rychlostihmotného støedu u¾ijeme pólu pohybu P (obr. 75).! =s3g2a(1� sin') :64



39. a) F1 = JSJS +mx2Smg ;b) �xS = 0 ; �yS = � mx2SgJS +mx2S ; �' = � mxSgJS +mx2S ;c) U¾itím pólu pohybu�xB = 0 ; �yB = xB �' = � mxSxBgJS +mx2S ;U¾itím hmotného støedu�xB = �xS = 0 ; �yB = �yS + (xB � xS) �' = � mxSxBgJS +mx2S :
A B' PSvA vBvSmg

RA
RBa aa!Obr. 75H ABO S F1 F1TNmg

m1gm1a1x0 xy m r
Obr. 76I40. a) Záva¾í: m1a1 = m1g � F1 :Válec (rovinný pohyb): m�xS = F1 + T ;m�yS = N �mg ;J0 �' = F1r � Tr ; J0 = 12mr2 ;kde N ; T jsou velikosti normálové a teèné slo¾ky reakce, kterou pùsobírovina na válec a F1 je velikost síly napínající vlákno (obr. 76). Proto¾eyS = r = konst: ; je �yS = 0 a zrychlení hmotného støedu aS = �xS :Souèasnì N = mg :b) Bod A je pól pohybu a pro zrychlení bodu B a tím i záva¾í platía1 = 2�xS = 2aS65



a dále xS = r' ; neboli " = �' = aSr : Pak pohybové rovnice jsouF1 = m1(g � 2aS) ;(m+ 2m1)aS = m1g + T ;(m2 + 2m1)aS = m1g � T :Øe¹ením aS = 4m13m+ 8m1 g ; xS = x0 + 2m1gt23m+ 8m1 ;" = 4m13m+ 8m1 gr ; ' = 2m1gt2(3m+ 8m1)r ;T = m3m+ 8m1m1g ; F1 = 3m3m+ 8m1m1g :Aby odvalování bylo dokonalé, musí býtT < Nf a proto f > m13m+ 8m1 :c) Pøi prokluzu T 0 = fmg : Bod A není pólem pohybu a pro zrychlenízáva¾í platí a01 = a0S + "0r : Pohybové rovnice pak jsouF 01 = m1(g � a0S � "0r) ;(m+m1)a0S +m1r"0 = (m1 + fm)g ;(m2 +m1)r"0 +m1a0S = (m1 � fm)g :Øe¹ením a0S = m1 + f(m+ 4m1)m+ 3m1 g ;"0 = m1 � f(m+ 2m1)m+ 3m1 2gr ;F 0 = (1 + f)mm+ 3m1m1g :
66
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