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ÚvodPøedlo¾ený studijní text navazuje na døívìj¹í texty [8], [9], které byly vìnoványstatice, kinematice a dynamice tuhého tìlesa. V textu [9] jsme se vedle obecnýchzákonù mechaniky tuhého tìlesa zabývali pøevá¾nì jen jeho rotaèním pohybemkolem nehybné osy a obecným rovinným pohybem. Pøedlo¾ený text roz¹iøujetyto poznatky o mechaniku prostorového pohybu tìlesa kolem nehybného bodua zabývá se pøedev¹ím pohybem setrvaèníku. Pøedpokládá znalost textu [9]anebo znalost základù dynamiky tuhého tìlesa.Poznatky o pohybu setrvaèníku jsou nejen zajímavé, ale i dùle¾ité pro apli-kace v jiných oblastech fyziky (napø. Larmorova precese v atomistice), v ast-ronomii (lunisolární precese Zemì), v technice (napø. gyroskopické jevy u do-pravních prostøedkù), ve vojenství (stabilizace letu støely) a i ve sportu (letdisku).Ve støedol¹kolském uèivu fyziky je vìnováno dynamice rotaèního pohybutuhého tìlesa málo místa a o prostorovém pohybu tìlesa a o setrvaènících senehovoøí témìø vùbec. Dùvody jsou pøedev¹ím didaktické | jde o obtí¾noupartii mechaniky. Nakonec pøesné øe¹ení obecného pohybu setrvaèníku pohy-bovými diferenciálními rovnicemi není známo | s výjimkou nìkolika zvlá¹tníchpøípadù.Pøedlo¾ený studijní text podává kromì nìkolika roz¹íøujících poznatkù o dy-namice tuhého tìlesa pøibli¾nou teorii setrvaèníku, která v¹ak je dostateènìpøesná u technických setrvaèníkù (gyroskopù). Je zde také podán výklad nìkte-rých aplikací teorie setrvaèníkù. Výklad je doplnìn øe¹enými pøíklady a úlohamis uvedenými výsledky jejich øe¹ení.Text je urèen zájemcùm o fyziku z øad støedo¹kolských i vysoko¹kolskýchstudentù a uèitelùm fyziky. Pro øe¹itele fyzikální olympiády kat. A, pokud jezaøazen v daném soutì¾ním roce text k prostudování na téma SETRVAÈNÍKY,je èást pøedlo¾eného textu ve èláncích 1.6, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 a 3.1 povinný textk prostudování. Ostatní text se doporuèuje rovnì¾ prostudovat.
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1 Prostorová rotace tuhého tìlesa kolemnehybného bodu1.1 Eulerovy úhlyZamezíme-li pohybu jednoho bodu tuhého tìlesa, odebereme mu z pùvodních¹esti stupòù volnosti tøi stupnì. Tìlesu tak zùstanou tøi stupnì volnosti a zaènevykonávat prostorovou rotaci kolem nehybného bodu, kterým prochází oka-m¾itá osa rotace.Pøíklad prostorové rotace tìlesa je zná-zornìn na obr. 1. Okam¾itá osa rotace oprochází bodem A, který je nehybný vùèizvolené inerciální vzta¾né soustavì x; y; z:Vektor � okam¾ité úhlové rychlosti rotacetìlesa, který le¾í v ose o, je obecnì funkcíèasu, tj. jeho velikost i smìr se ve zvo-lené inerciální soustavì mìní. Je zøejmé,¾e vektor � mù¾eme rozlo¾it do tøí vzá-jemnì rùzných smìrù. Jeden z tìchto roz-kladù je mo¾ný do smìrù rovnobì¾nýchs osami x; y; z kartézké soustavy. Tentorozklad na tøi rotace o úhlových rychlos-tech �x; �y; �z v¹ak není z hlediska klasi-�kace pohybu, které tìleso vykonává, nej-výhodnìj¹í.
AOo x

y
z � �x�y�z�Obr. 1Výhodný rozklad prostorové rotace na tøi dílèí rotace zavedl ji¾ v polo-vinì 18. století Leonard Euler a pøíslu¹né úhly se po nìm nazývají Eulerovyúhly. Zvolme si inerciální kartézskou soustavu x; y; z; vùèi ní¾ budeme po-hyb tìlesa popisovat. S tuhým rotujícím tìlesem pevnì spojíme druhou kar-tézskou soustavu x0; y0; z0 (ta ji¾ nebude inerciální). Její poèátek O0 polo¾ímedo hmotného støedu tìlesa. Pøedpokládejme, ¾e nehybným bodem bude právìhmotný støed (to ov¹em není nutná kinematická podmínka). Poèátky O, O0obou soustav ztoto¾níme a budeme pøedpokládat, ¾e na poèátku pohybu budex � x0; y � y0; z � z0: Na¹ím úkolem je popsat polohu soustavy x0; y0; z0 povykonání jisté rotace tìlesa pomocí Eulerových úhlù, které se oznaèují ';  ; #:Zavedení Eulerových úhlù si znázorníme na pohybu kruhového disku, kterýnech» pùvodnì le¾el v rovinì y = 0 soustavy x; y; z a který trojím otoèenímpøevedeme do výsledné polohy x0; y0; z0 s libovolnou orientací os vzhledemk inerciální soustavì x; y; z: 3
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_� (uzlovápøímka)�Obr. 3První otoèení provedeme kolem osy y o úhel  (obr. 2), pøièem¾ osa z0;pùvodnì toto¾ná s z; pøejde do polohy z01 a osa x0; pùvodnì toto¾ná s x; do po-lohy x01: Druhé otoèení disku vykonáme kolem nové osy z01; tzv. uzlové pøímky ,o úhel # (obr. 3). Pøitom osa x01 pøejde do polohy x02 a osa y0; pùvodnì toto¾nás y; do koneèné polohy y0: Tøetí otoèení provedeme kolem této osy y0 o úhel'; pøi nìm¾ osa x02 pøejde do koneèné polohy x0 a osa z01 do koneèné polohy z0(obr. 3). V obr. 3 jsou znázornìny rovnì¾ úhlové rychlosti _¡ ; _� ; _� ; které po-pisují rychlost zmìn Eulerových úhlù ';  ; # a které le¾í v osách pøíslu¹nýchotoèení.Eulerovy úhly jsou dùle¾ité zejména pro popis pohybu setrvaèníku, odtudtaké dostaly názvy: ' : : :úhel vlastní rotace, : : : precesní úhel ,# : : :nutaèní úhel .Závìrem lze shrnout, ¾e rotaci tìlesa kolem nehybného bodu okam¾itouúhlovou rychlostí � lze rozlo¾it na tøi rotace buï kolem os kartézké soustavynebo kolem os Eulerových úhlù v souladu s rovností� = �x + �y + �z = _¡ + _� + _� :1.2 Kinetická energie rotujícího tuhého tìlesaV textu [9] jsme pojednali o rotaci tuhého tìlesa vzhledem k nehybné ose,pøièem¾ jako míru setrvaèných úèinkù tìlesa pøi této rotaci jsme zavedli velièinu4



moment setrvaènosti vzhledem k nehybné ose:J =Xi mir2i ; (1)kde mi je element hmotnosti tuhého tìlesa a ri je jeho vzdálenost od nehybnéosy. � viri miO
o
�Obr.4

Pøi rotaci kolem okam¾ité osy o bude popis se-trvaèných úèinkù tuhého tìlesa slo¾itìj¹í. Vy-jdeme ze vztahu pro kinetickou energii tìlesaEk = 12Xi miv2i ; (2)kde rychlost i{tého bodu vyjádøíme u¾itímEulerova vztahuvi = � � ri ; (3)pøièem¾ velièiny jsou zøejmé z obr. 4. Rychlost vyjádøíme v kartézských slo¾káchu¾itím rozpisu vektorového souèinu pomocí determinantu:vi = � � ri = ������ i ; j ; k!x ; !y ; !zxi ; yi ; zi ������ == i (!yzi � !zyi) + j (!zxi � !xzi) + k(!xyi � !yxi) == ivxi + jvyi + kvzi : (4)Uvìdomíme-li si, ¾e v2i = v2xi + v2yi + v2zi ; dostaneme po dosazení do (2) vztahEk = 12Xi mi �(!yzi � !zyi)2 + (!zxi � !xzi)2 + (!xyi � !yxi)2� == 12Xi mi(!2yz2i � 2!y!zyizi + !2zy2i + !2zx2i � 2!x!zxizi + !2xz2i++ !2xy2i � 2!x!yxiyi + !2yx2i ) :Slo¾ky úhlové rychlosti neobsahují sèítací index i: Mù¾eme je proto vytknoutpøed sumaèní znak. Po pøeskupení èlenù dostaneme5



Ek = 12!2xXi mi(y2i + z2i ) + 12!2yXi mi(x2i + z2i ) + 12!2zXi mi(x2i + y2i )�� !x!yXi mixiyi � !x!zXi mixizi � !y!zXi miyizi : (5)Výsledek pro kinetickou energii bude mo¾né zapsat ve formálnì jednodu¹¹ímtvaru po zavedení velièin, které charakterizují rozlo¾ení hmotnosti v tìlesevzhledem k okam¾ité poloze osy rotace. Tyto velièiny jsou slo¾kami tenzorusetrvaènosti.1.3 Tenzor setrvaènostiVe výrazu (5) vystupují èleny se sumací pøes celé tìleso, které závisejí na roz-lo¾ení hmotnosti vzhledem k uva¾ované poloze osy rotace a jsou tedy mírousetrvaèných úèinkù tuhého tìlesa pøi jeho prostorové orientaci. Pøijmeme pronì oznaèení Jxx =Xi mi(y2i + z2i ) ; (6)Jyy =Xi mi(x2i + z2i ) ; (7)Jzz =Xi mi(x2i + y2i ) ; (8)Jxy = Jyx = �Xi mixiyi ; (9)Jxz = Jzx = �Xi mixizi ; (10)Jyz = Jzy = �Xi miyizi : (11)Tìchto devìt velièin tvoøí slo¾ky obecnìj¹í velièiny, která charakterizuje setr-vaèné úèinky tìlesa pøi obecné rotaci a která se nazývá tenzor setrvaènosti . Lzeje pøehlednì uspoøádat do maticeJpq = 0@ Jxx ; Jxy ; JxzJyx ; Jyy ; JyzJzx ; Jzy ; Jzz 1A ; (12)kde p; q = x; y; z: Velièiny Jxx; Jyy; Jzz; le¾ící v hlavní diagonále matice, senazývají momenty setrvaènosti k osám uva¾ované kartézské soustavy.6
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Napø. u momentu setrvaènosti Jzz sepodle výrazu (8) vyskytuje èlen (x2i +y2i );který je podle obr. 5 druhou mocninouvzdálenosti bodu mi od osy z: Je zøejmé,¾e momenty setrvaènosti mohou mít jenkladnou hodnotu.Ostatní velièiny Jpq ; pro p 6= q; kterénele¾í v hlavní diagonále a mají smí-¹ené koe�cienty, se nazývají deviaèní mo-menty . Jsou vzta¾eny v¾dy ke dvìma rùz-ným osám. Platí pro nì Jpq = Jqp a jsoutedy symetrické vzhledem k hlavní diago-nále. Tenzor setrvaènosti má tedy jen ¹estnezávislých slo¾ek.Deviaèní momenty mohou nabývat kladných, záporných a tedy i nulovýchhodnot. V ka¾dém tìlese lze tedy v¾dy najít trojici vzájemnì kolmých osx0; y0; z0; nehybných k tìlesu, vzhledem k nim¾ v¹echny deviaèní momentyvymizí. Tedy transformací os x; y; z do polohy x0; y0; z0 lze pøevést tenzorsetrvaènosti do tvaru Jpq = 0@ J1 ; 0 ; 00 ; J2 ; 00 ; 0 ; J3 1A ; (13)kde J1 = J 0xx; J2 = J 0yy; J3 = J 0zz se nazývají hlavní momenty setrvaènosti apøíslu¹né osy x0; y0; z0 hlavní osy setrvaènosti . Le¾í-li poèátek O � O0 vzta¾-ných soustav v hmotném støedu tìlesa hovoøíme o hlavních centrálních momen-tech setrvaènosti a o hlavních centrálních osách setrvaènosti .Existují-li v homogenním tìlese osy soumìrnosti, jsou v¾dy hlavními cen-trálními osami setrvaènosti. Tak u homogenní koule jsou v¹echny osy, kteréprocházejí jejím støedem, hlavní centrální osy. Stejný výsledek platí i pro ho-mogenní krychli, i kdy¾ zde v¹echny osy procházející jejím støedem nejsouosami geometrické soumìrnosti (je to dáno tím, ¾e v¹echny tøi hlavní mo-menty setrvaènosti vzhledem k osám kolmým ke stìnám krychle jsou stejnéJ1 = J2 = J3 = ma2=6). V¹echny osy vyznaèené èíslicemi 1, 2, 3 v tabulce nastr. 28, 29 v textu [9] (s výjimkou prvního zde uvedeného pøípadu) jsou hlav-ními centrálními osami a momenty J1; J2; J3 hlavními centrálními momentysetrvaènosti.Po zavedení slo¾ek tenzoru setrvaènosti (6) a¾ (11) mù¾eme kinetickou ener-gii (4) zapsat výrazemEk = 12Jxx!2x + 12Jyy!2y + 12Jzz!2z + Jxy!x!y + Jxz!x!z + Jyz!y!z : (14)7



Pokud rozlo¾íme úhlovou rychlost � do smìru hlavních os na slo¾ky � 0x; � 0y; � 0zbude kinetická energie Ek = 12(J1!02x + J2!02y + J3!02z ) : (15)Má-li � smìr nìkteré hlavní osy setrvaènosti dostaneme známý vztahEk = 12J!2 ; (16)kde J je pøíslu¹ný moment setrvaènosti.Pøíklad 1 | Slo¾ky tenzoru setrvaènosti tyèeVypoètìte slo¾ky tenzoru setrvaènosti tenké homogenní tyèe o hmotnosti m adélce l; která je situována v rovinì z = 0 podle obr. 6. Slo¾ky tenzoru setrvaè-nosti poèítejte k osám naznaèené kartézské soustavy.
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�Obr. 6 Obr. 7Øe¹eníZ tyèe vyjmeme element d� v obecné poloze � od poèátkuO. Jeho souøadnicejsou (obr. 7) x = � cos� ; y = � sin� ; z = 0 :Pro hmotnost elementu platí dm = ml d� :Slo¾ky tenzoru setrvaènosti jsouJxx = R(m) y2dm = ml sin2 � lR0 �2d� = 13ml2 sin2 � ;8



Jyy = R(m) x2dm = ml cos2 � lR0 �2d� = 13ml2 cos2 � ;Jzz = R(m)(x2 + y2)dm = ml lR0 �2d� = 13ml2 ;Jxy = Jyx = � R(m) xydm = �ml sin� cos� lR0 �2d� = �16ml2 sin 2� ;Jxz = Jzx = Jyz = Jzy = 0 ; proto¾e z = 0 :1.4 Moment hybnostiMoment hybnosti tuhého tìlesa jsme v [9] de�novali výrazemL =Xi ri � pi =Xi ri �mivi ; (17)provedli jsme jeho výpoèet pro rotaci tìlesa kolem nehybné osy a dostali jsmevýraz L = J� : (18)Pøi výpoètu momentu hybnosti pøi rotaci tìlesa kolem nehybného bodu do-sadíme do (17) za vi Eulerùv vztah (3) a provedeme rozpis vzniklého dvojnéhovektorového souèinu podle vzorce a�(b�c) = b(a �c)�c(b �a ): Tak postupnìdostaneme L =Xi miri � (� � ri) =Xi mi[� (ri � ri)� ri(� � ri)] ==Xi mi[� (x2i + y2i + z2i )� ri(!xxi + !yyi + !zzi)] ; (19)kde jsme skalární souèiny vektorù � ; ri vyjádøili prostøednictvím jejich kar-tézských slo¾ek. Moment hybnosti je tedy vektor, jeho¾ kartézské slo¾ky majívelikost Lx = !xXi mi(y2i + z2i )� !yXi mixiyi � !zXi mixizi ;Ly = �!xXi mixiyi + !yXi mi(x2i + z2i )� !zXi miyizi ;Lz = �!xXi mizixi � !yXi miziyi + !zXi mi(x2i + y2i ) :9



Vyjádøíme-li tyto výsledky u¾itím slo¾ek tenzoru setrvaènosti (6) a¾ (11) do-staneme pøehledné vztahyLx = Ixx!x + Ixy!y + Ixz!z ; (20)Ly = Iyx!x + Iyy!y + Iyz!z ; (21)Lz = Izx!x + Izy!y + Izz!z : (22)Bude-li volné tuhé tìleso rotovat kolem jedné z hlavních os redukuje se výpoèetmomentu hybnosti na vztah (18).Pøíklad 2 | Kinetická energie a moment hybnosti diskuTenký disk o hmotnosti m a polo-mìru r; který je otoènì ulo¾en narameni o polomìru R; jeho¾ hmot-nost zanedbáme, se dokonale odva-luje po vodorovné rovinì (obr. 8).Je dáno �0. Pro okam¾ik, kdy pøe-chází pøes kladnou poloosu x, vy-poètìte:a) Kinetickou energii soustavy.b) Slo¾ky Lx; Ly; Lz momentuhybnosti soustavy.
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z rR m�0
�Obr. 8Øe¹enía) Kinetická energie je dána vztahem (14). Nejprve urèíme slo¾ky vektoruúhlové rychlosti. Z daného �0 = �y urèíme velikost �x vyu¾itím podmínkydokonalého odvalování disku neboli!x = !0Rr :Souèasnì �z = 0; proto¾e pravý úhel mezi ramenem a osou otáèení je ne-mìnný. Z toho dùvodu není nutné pro výpoèet energie a momentu hybnostipoèítat ty slo¾ky tenzoru setrvaènosti, jejich¾ index obsahuje písmenko z:Soustava je symetrická k ose x; proto moment setrvaènosti k této ose jehlavním momentem setrvaènosti a osy x; y; z jsou hlavními osami setrvaè-nosti. Zøejmì platíJxx = J1 = 12mr2 ; Jyy = J2 = 14mr2 +mR2 ; Jxy = Jyx = 0 :10



Pak kinetická energieEk = 12 �Jxx!2x + Jyy!2y� = m8 (6R2 + r2)!20 :b) Moment hybnosti soustavy má slo¾ky, které vypoèítáme ze vztahù (20),(21), (22). NeboliLx = m2 rR!0 ; Ly = m4 (r2 + 4R2)!0 ; Lz = 0 :1.5 Volné osyNejprve pojednáme o podmínkách, pøi kterých bude tuhé tìleso v homogennímtíhovém poli v rovnováze, bude-li otoèné kolem nìjaké nehybné osy. Rozezná-váme dvojí rovnováhu: statickou a dynamickou. Aby tìleso bylo ve statickérovnováze, musí osa rotace zøejmì procházet tì¾i¹tìm, jinak by ¹lo o kyvadlo.Pak tìleso pøi libovolném pozvolném otoèení zùstane v klidu, proto¾e momenttíhových sil vzhledem k tì¾i¹ti je nulový. Tíhovou sílu, která pùsobí na tìleso,kompenzují reakce vyvolané jeho ulo¾ením v lo¾iskách.Je-li tìleso v rovnováze statické, nemusí být pøi rotaci je¹tì v rovnovázedynamické. Pøi rotaci tìlesa zaènou na jeho elementy pùsobit setrvaèné síly,které souvisejí s úhlovou rychlostí � a s úhlovým zrychlením _� : Pøi rovnomìrnérotaci jsou to odstøedivé síly (obr. 9).R
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Jejich pùsobení kompenzují opìt lo¾iska pøídavnými reakcemiR ; které nejenzvy¹ují opotøebení lo¾isek, ale vzhledem k promìnnosti smìru svého pùsobení11



napø. vyvolávají neklidný chod strojù. Aby tìleso bylo v dynamické rovnovázemusí být nulový moment v¹ech sil, tedy i sil setrvaèných.Hledejme nyní podmínky, které musí být splnìny pro rovnováhu tìlesa pøirotaci. Pro jednoduchost budeme pøedpokládat rovnomìrnou rotaci kolem osy yinerciální vzta¾né soustavy (obr. 10). Pak na elementy mi pùsobí ve vzta¾nésoustavì spojené s tìlesem odstøedivé síly, které mají velikost Fi = mi!2ri: Prokartézské souøadnice tìchto sil v uva¾ované poloze tìlesa platíFxi = Fi cos�i = mi!2xi ; (23)Fyi = 0 ; (24)Fzi = Fi sin�i = mi!2zi : (25)Pro jejich výslednice sumací pøes celé tìleso dostanemeFx = !2Xi mixi ; Fy = 0 ; Fz = !2Xi mizi :Vyjádøíme-li tyto výsledky u¾itím souøadnic hmotného støedu (srovnej s (11)v [9]) dostaneme Fx = !2mxS ; Fy = 0 ; Fz = !2mzS ; (26)kde m je celková hmotnost tìlesa. Aby v¹echny tyto síly byly nulové, musí býtxS = yS = zS = 0; tedy osa rotace musí procházet hmotným støedem.Aby tìleso bylo v rovnováze, musí být i výsledný moment odstøedivých silk osám x; y; z nulový. Pro moment sil (23) a (25) platíMx =Xi yiFzi = !2Xi miyizi = �!2Jyz ; (27)My =Xi ziFxi �Xi xiFzi = !2(Jxz � Jzx) = 0 ; (28)Mz = �Xi yiFxi = �!2Xi mixiyi = !2Jxy : (29)I kdy¾ bude osa rotace procházet hmotným støedem bude na tìleso v obecnémpøípadì pùsobit moment sil o slo¾kách (27), (29), který bude mít tendencizpùsobit odklon|deviaci|rotaèní osy od pùvodního smìru. Aby tomu taknebylo musí být deviaèní momenty Jxy; Jyz nulové . Pøi rotaci napø. kolem osyx bychom dostali je¹tì podmínku Jxz = 0:Shrneme-li výsledky, dostali jsme z podmínky F = 0 po¾adavek, ¾e osarotace musí být centrální osou a z podmínky M = 0 po¾adavek, ¾e vedle toho12



musí být hlavní osou setrvaènosti.Tìleso bude tedy v dynamické rovnováze, kdy¾bude rotovat podle jedné ze tøí hlavních centrálních os setrvaènosti . Tyto osy senazývají volné osy . Lo¾iska, do kterých osu rotace ukládáme, pak zachycují jentíhové síly pùsobící na tìleso v homogenním tíhovém poli. Kdyby se dynamickyvyvá¾ené tìleso nacházelo v beztí¾ném stavu, bylo by zatí¾ení lo¾isek nulové.Jednoduchým pokusem lze ukázat, ¾eu tìlesa, u nìho¾ J1 6= J2 6= J3; nejsouv¹echny volné osy v tìlese rovnocenné. Za-vìsíme-li napø. na osu odstøedivého strojetyèku prostøednictvím ohebného vláknabude pøi pomalé rotaci (obr. 11a) roto-vat podle svislé osy. Pøi zvìt¹ování otáèekse osa rotace odchýlí od svislého smìru apøi vysokých otáèkách se nastaví do vodo-rovné roviny (obr. 11b). I kdy¾ udìlímetyèce impuls, abychom tento stav zmì-nili, vrací se tyèka do vodorovné roviny.Stabilnì rotuje kolem hlavní centrální osy,vzhledem k ní¾ má nejvìt¹í moment setr-vaènosti . Obr. 11
a) b)
�Teoretický rozbor ukazuje (viz napø. [4], str. 580), ¾e u tìlesa, které má prohlavní momenty setrvaènosti tøi rùzné hodnoty J1 > J2 > J3 je stabilní rotacenejen kolem hlavní centrální osy, vzhledem k ní¾ má nejvìt¹í moment J1; alei vzhledem k hlavní centrální ose, vzhledem k ní¾ má nejmen¹í moment J3:Rotace kolem osy, vzhledem k ní¾ má moment J2; je labilní.1.6 Resalova vìtaObecnou pohybovou rovnicí tuhého tìlesa pøi jeho rotaèním pohybu je druháimpulsová vìta: dLdt =M ; (30)podle ní¾ je èasová zmìna momentu hybnosti tìlesa vzhledem k libovolnémupevnému bodu rovna výslednému momentu vnìj¹ích sil vzhledem k tému¾ bodu.Aplikace této vìty na øe¹ení rotace tìlesa kolem nehybné osy je prostá abyla øe¹ena v textu [9]. Jednoduchost spoèívá v tom, ¾e moment hybnosti sepoèítá podle vztahu L = J� ; kde J je pro danou osu rotace konstanta. Stejnìjednodu¹e se øe¹í rotace tìlesa kolem jedné z volných os.Pøi prostorové rotaci tìlesa kolem pevného bodu nastávají pøi obecném po-u¾ití rovnice (30) komplikace v tom, ¾e osa rotace se vùèi uva¾ované inerciální13



soustavì pohybuje. Neustále se pøitom mìní hodnota slo¾ek tenzoru setrvaè-nosti (12). Proto Leonard Euler ji¾ r. 1765 transformoval pohybovou rovnici(30) na neinerciální soustavu pevnì spojenou s tìlesem. Výhoda je v tom, ¾evùèi této soustavì jsou slo¾ky tenzoru setrvaènosti ji¾ konstantní. Pracuje sepøitom s hlavními momenty setrvaènosti. Øe¹ení soustavy pøíslu¹ných tøí ska-lárních diferenciálních rovnic, nazývaných Eulerovy dynamické rovnice, je velminároèné a je zcela mimo mo¾nosti tohoto textu (viz napø. [1], [2], [4]).Pro pøibli¾né øe¹ení prostorové rotace tuhého tìlesa se s výhodou pou¾ívágeometrické interpretace druhé impulsové vìty (30), kterou navrhl FrancouzRésal. Tvar výrazu (30) je analogický výrazudrdt = v ;který de�nuje rychlost hmotného bodu. Vektor r je tedy analogický vektoruL a vektor v je analogický vektoru M : Rovnost dL=dt = M naznaèuje, ¾evektor M je mírou rychlosti zmìny vektoru L: Neboli rychlost koncového boduvektoru L momentu hybnosti tìlesa je rovna výslednému momentu M sil, kterýna tìleso pùsobí . Tato geometrická podoba druhé impulsové vìty se nazýváResalova vìta.Podle této vìty se tedy koncový bod vek-toru L (obr. 12) posune za èasový interval dto dL = Mdt a zmìnìný moment hybnostibude L + dL = L +Mdt: Má-li moment sílyM smìr vektoru L mìní se jen velikost L; aproto¾e pøi rotaci kolem jedné volné osy jeL = J� ; kde J =konst., mìní se jen velikostúhlové rychlosti � : Je-li naopakM stále kolmýk L; mìní se jen smìr L; a tím i smìr � : L L+ dLdL =M dt
MO�Obr. 12
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2 Pohyb setrvaèníku2.1 Setrvaèník a problematika øe¹ení jeho pohybuSetrvaèníkem (gyroskopem) nazýváme ve fyzice a v technice tuhé homogenníosovì soumìrné (rotaèní) tìleso s velkým momentem setrvaènosti vzhledemk ose soumìrnosti, která je souèasnì hlavní centrální osou setrvaènosti a takévolnou osou, vzhledem k ní¾ je rotace tohoto tìlesa stabilní. Setrvaèníky se roz-táèejí vzhledem k ose soumìrnosti na vysoké otáèky (u technických setrvaèníkùbývá poèet otáèek a¾ 50 000 min�1). Tím získávají velkou kinetickou energii(J!2=2) a velký moment hybnosti (J� ).Vlastnosti, ¾e rotující setrvaèník je nositelem velké kinetické energie, sevyu¾ívá ke zrovnomìrnìní chodu strojù, napø. výbu¹ných motorù. Takový setr-vaèník ov¹em rotuje kolem pevné osy a øe¹ení jeho pohybu v inerciální vzta¾nésoustavì je jednoduché. Zajímavý pro nás bude setrvaèník, u nìho¾ bude v iner-ciální soustavì pevný jen jeden bod. Tímto bodem mù¾e být buï hmotný støed(tì¾i¹tì) anebo jiný bod osy soumìrnosti. Takový setrvaèník bude vykonávatprostorový rotaèní pohyb, o kterém v èlánku 1.1 víme, ¾e jej mù¾eme rozlo¾itna vlastní rotaci, na precesi a na nutaci.Jak jsme ji¾ uvedli v pøedchozím èlánku, k pøesnému øe¹ení pohybu setrvaè-níku je zapotøebí øe¹it soustavu tøí Eulerových dynamických rovnic, které jsoudiferenciálními rovnicemi prvního øádu pro tøi neznámé úhlové rychlosti. Jejichobecné øe¹ení není známo. Øe¹ení se v minulosti podaøilo mimo obecný pøí-pad tzv. bezsilového setrvaèníku je¹tì jen pro pìt zvlá¹tních pøípadù symetric-kého tì¾kého setrvaèníku, z nich¾ nejznámìj¹í je setrvaèník ruské matematièkySoni Kovalevské z r. 1888. V tomto pøípadì jde o tì¾ký setrvaèník, u nìho¾J1 = J2 = 2J3 ; pøièem¾ bod uchycení (resp. bod podepøení) le¾í na ose syme-trické pod tì¾i¹tìm, které se nachází v prùseèíku hlavních os 1, 2 (øe¹ení viznapø. v [4], str. 614).V tomto textu bude podáno pøibli¾né øe¹ení pohybu symetrického homo-genního setrvaèníku, které spoèívá v pøedpokladu, ¾e setrvaèník bude roztoèenkolem volné osy|osy symetrie, vzhledem k ní¾ má nejvìt¹í moment setrvaè-nosti. K této ose mu bude udìlen velký moment hybnosti. Moment síly, pùsobícína setrvaèník, vyvolá jen takovou precesi, pøípadnì nutaci, ¾e lze zanedbat pøí-spìvky k momentu hybnosti od precesních a nutaèních pohybù, které setrvaèníkkoná vzhledem k jiným osám. Tento pøedpoklad je u technických setrvaèníkùsplnìn dostateènì pøesnì, proto¾e se tyto setrvaèníky otáèejí velkými úhlovýmirychlostmi a mají velké momenty setrvaènosti vzhledem k ose rotace.K pøibli¾nému øe¹ení pohybu setrvaèníku s výhodou vyu¾ijeme Resalovuvìtu. 15



2.2 Volný setrvaèníkVolným (bezsilovým, astatickým) setrvaèníkem nazýváme gyroskop, u nej¾moment vnìj¹ích pùsobících sil je nulový. Nepùsobí-li na setrvaèník jiné síly ne¾tíhové, bude volným, kdy¾ bude podepøen v tì¾i¹ti (tzv. Maxwellùv setvaè-ník na obr. 13) anebo kdy¾ osy, kolem nich¾ se mù¾e otáèet, procházejí tì¾i¹tìmT , resp. hmotným støedem (setrvaèník v Cardanovì závìsu na obr. 14).
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��Obr. 13 Obr. 14U volného setrvaèníku je M = 0. Roztoèíme-li jej kolem jedné volné osy,která je osou symetrie, je L = J� . Pak podle druhé impulsové vìty (30) platídLdt = 0a tudí¾ L = J� = konst : (31)je vektor stálé velikosti a stálého smìru. Proto¾e pøi rotaci kolem volné osymají vektory L, � stejný smìr, shodný se smìrem osy symetrie setrvaèníku,zachovává osa volného setrvaèníku v prostoru (pøesnìji øeèeno v inerci-ální vzta¾né soustavì) stálý smìr.11Pokud volnému setrvaèníku neudìlíme rotaci úhlovou rychlostí �1 jen vzhledem k jednéhlavní centrální ose, nýbr¾ i dal¹í rotaci úhlovou rychlostí �2 vzhledem k jiné hlavní centrálníose { napø. tak, ¾e klepneme na vnitøní kruh Cardanova závìsu { bude pohyb setrvaèníkupodstatnì slo¾itìj¹í. Pro výsledný moment hybnosti bude stále platit L=konst., av¹ak vý-sledná úhlová rychlost � 6=konst. Osa setrvaèníku bude vykonávat tzv regulární precesi,16



Vlastnosti volného setrvaèníku zachovávat smìr volné osy, kolem ní¾ jej roz-toèíme, se vyu¾ívá v letectví u indikaèních a stabilizaèních pøístrojù, jako jenapø. umìlý horizont indikující polohu letadla v mlze, zatáèkomìr, setrvaèní-kový kompas a tzv. automatický pilot, který slou¾í k automatickému øízení ake stabilizaci kurzu letu letadla. Dále v raketové technice k øízení pohybu raketa u tanku ke stabilizaci polohy hlavnì kanónu pøi støelbì za jízdy v terénu.U hlavòových støel se stabilizace jejich pohybu dosahuje tím, ¾e se jím pøi po-hybu v hlavni udìlí rotace. Ke stabilizaci jejich letu v prostoru pøispívají dáledva precesní pohyby vyvolané odporem prostøedí. Tìmto vlivùm bude vìnovánodst. b) v èl. 3.2. Stálost smìru osy rotujícího setrvaèníku je také základemstability pohybu jednostopých vozidel (jízdního kola a motocyklu).2.3 Setrvaèník podrobený pùsobení momentu sílyUva¾ujme setrvaèník z minulého èlánku, o kterém jsme pøedpokládali, ¾e bylroztoèen pøesnì podle osy soumìrnosti, tedy tak, ¾e osa setrvaèníku splývá sesmìrem momentu hybnosti L = J� . Pùsobí-li na setrvaèník vnìj¹í moment síly,mù¾eme jej rozlo¾it do smìru osy setrvaèníku a do kolmice na osu. V¹imnìmesi oddìlenì úèinkù tìchto slo¾ek.a) Moment síly pùsobí v ose setrvaèníkuBude-li moment síly pùsobit v ose setrvaèníku ovlivní pouze velikost momentuhybnosti setrvaèníku, a tím i velikost úhlové rychlosti setrvaèníku. Tento mo-ment tedy setrvaèník roztáèí nebo brzdí.Nech» v okam¾iku t = 0, kdy zaène moment velikosti M pùsobit v ose, másetrvaèník poèáteèní moment hybnosti o velikosti L0 = J!0. Pak podle druhéimpulsové vìty (30) bude platitL = J! = L0 + tR0 Mdt ; neboli ! = !0 + tR0 MJ dt :Bude-liM = konst:, bude se rotace rovnomìrnì zrychlovat (resp. zpomalo-vat); je to analogie rovnomìrnì zrychleného (zpomaleného) pohybu hmotnéhobodu.b) Moment síly pùsobící kolmo k ose setrvaèníkuNech» nyní pùsobí kolmo na osu setrvaèníku (obr. 15) síla F = konst :, kterávzhledem k tì¾i¹ti T vyvolá moment M = konst :. Omezíme se na pøibli¾néøe¹ení za pøedpokladu, ¾e pomìrnì malý moment M zmìní v krátkém èasovémintervalu �t pùvodní moment hybnosti L o �L tak, aby �L� L.kterou si lze pøedstavit jako valení ku¾ele spojeneého se setrvaèníkem po vnitøní (popøípadìpo vnìj¹í) plo¹e pevného ku¾ele { podrobnìji viz napø. [1],[2].17
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Pak podle (30) platí�L = �tR0 Mdt =M�t :Pùsobí-li síla F napø. v rovinì nákresny(obr. 15), bude moment M pùsobitkolmo z nákresny. V tém¾e smìru sezmìní moment L o �L. Osa setrvaè-níku se pak nastaví do smìru výsled-ného momentu hybnosti L0. Úèinek sílyF je tedy takový, ¾e se osa setrvaèníkusklápí do smìru momentu M vyvola-ného silou F (tedy kolmo ke smìru pù-sobení síly F , resp. do smìru osy vnu-cované silou F ).c) Vliv vnìj¹í rotace na rotující setrvaèníkRoztoèíme-li setrvaèník vzhledem k jeho ose symetrie a osu uvedeme do rotaè-ního (orbitálního) pohybu kolem osy rovnobì¾né s osou vlastní rotace setrvaè-níku ve stejné orientaci jako setrvaèník (obr. 16a), nenastane zmìna v pohybusetrvaèníku { setrvaèník je ve stabilní poloze. Jakmile v¹ak obrátíme orientacivnìj¹í rotace (obr. 16b), obrátí se osa setrvaèníku (má-li mo¾nost) o 180� {setrvaèník je v labilní poloze. Tento jev lze vysvìtlit u¾itím druhé impulsovévìty. Je-li moment M , potøebný k uvedení do orbitálního pohybu, orientovánopaènì ne¾ vektor L, vznikne tendence k pøeklopení tohoto vektoru.
O M L� OM LtObr. 16a Obr. 16bPopsaný jev mù¾eme snadno demonstrovat setrvaèníkem v Cardanovì zá-vìsu. Na základì tohoto jevu mù¾eme také vysvìtlit, proè smìr a orientace18



úhlové rychlosti � z vlastní rotace Zemì (a jiných planet) je pøibli¾nì stejnájako smìr a orientace úhlové rychlosti � 0 jejího orbitálního pohybu (obr. 17).
S Z�0 �z

Obr. 17�2.4 Precese a nutace tì¾kého setrvaèníkuNázvem tì¾ký setrvaèník se oznaèujerotující gyroskop v tíhovém poli uchycenýv bodì mimo jeho tì¾i¹tì. Mù¾e jít o se-trvaèník podepøený v bodì O pod tì¾i¹-tìm T podle obr. 18.Setrvaèník roztoème úhlovou rychlostí� kolem volné osy � { osy rotaèní sy-metrie { odklonìné od svislé osy o úhel# (0 < # � �2 ), který se nazývá nutaèníúhel. Tím mu udìlíme moment hybnostiL = J� . Tíhová síla FG = mg pùsobívzhledem k bodu O momentem o velikostiM = mgl0 sin#;kdem je hmotnost setrvaèníku a l0 vzdále-nost bodù O, T . MomentM zøejmì pùsobíkolmo k rovinì vymezené svislicí a osou �setrvaèníku. O
O0

T
Ag L = J�# L sin# �M
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l0�Obr. 18Podle Resalovy vìty momentM vychýlí koncový bod A vektoru L momentuhybnosti ve smìru M . Stejnì se vychýlí i osa � setrvaèníku. Tím se souèasnìzmìní také smìr vektoru M , který zùstává stále kolmý k ose �. Proces zmìnyje spojitý a bod A bude opisovat kru¾nici. Tento pohyb setrvaèníku se nazýváprecese. Úhlovou rychlost 
 = _� precesního pohybu, kde � je precesníúhel, urèíme u¾itím Resalovy vìty. Bod A bude vykonávat rovnomìrný pohyb19



po kru¾nici o polomìru L sin# = J! sin# (viz obr. 18) rychlostí o velikostiM = mgl0 sin#. Analogicky vztahu v = � � r pro rychlost platí mezi vektoryM , 
 , L vztah M = 
 � L : (32)Pro velikost tohoto souèinu dostanememgl0 sin# = 
J! sin# :Odtud (# 6= 0) úhlová rychlost precesního pohybu
 = mgl0J! : (33)Je zøejmé, ¾e tato úhlová rychlost nezávisí na nutaèním úhlu # 6= 0, tedy naodklonu osy � od svislice.Zmìní-li vektor L znaménko, roztoèíme-li tedy setrvaèník v opaèném smìru,a nezmìní-li se moment M , zmìní se zøejmì znaménko úhlové rychlosti 
 .Precesní pohyb potom probíhá v opaèném smìru.Pøedlo¾ené øe¹ení neuva¾uje s pøíspìvkem precesního pohybu k momentuhybnosti L. Je v¹ak dostateènì pøesné pro 
 � !.Skuteèný pohyb setrvaèníku je slo¾itìj¹í. Pùsobìním rùzných ru¹ivých mo-mentù sil, napø. pøi dotyku osy setrvaèníku s podlo¾kou (nebo po udìlení pøíè-ného impulsu M�t), udìlíme setrvaèníku dal¹í rotaci kolem jiné osy ne¾ jevolná osa. Pak osa setrvaèníku ji¾ nebude opisovat plá¹» precesního ku¾eles # = konst: (obr. 19a). Nutaèní úhel # se bude cyklicky mìnit a vzniklýpøídavný pohyb se nazývá nutace.a) �
#O�

b)c)d)wObr. 1920



U výsledného pohybu v podstatì jde o skládání dvou kruhových pohybù,které opisuje urèitý bod osy setrvaèníku. Køivka, kterou tento bod opisuje, jetedy epicykloida. Mù¾e být obyèejná (obr. 19b), prodlou¾ená (obr. 19c) nebozkrácená (obr. 19d). Pøitom þpevnouÿ kru¾nici bude reprezentovat kru¾nice,kterou opisuje uva¾ovaný bod osy pøi èisté precesi. Vytvoøující kru¾nice, kteráse odvaluje po kru¾nici pevné, je dána vlastní nutací. Celkový pohyb, kterývykonává tento setrvaèník, se rovnì¾ oznaèuje jako pseudoregulární precese.
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3 Pøíklady pohybu setrvaèníku3.1 Gyroskopické jevy u dopravních strojù v zatáèceNezbytnou souèástí dopravních strojù jsou rotující èásti. U pozemních strojùjsou to pøedev¹ím kola; u letadel, lodí a raket jsou to zpravidla rotory turbín akompresorù. Z fyzikálního hlediska pøedstavují tyto rotující èásti setrvaèníky.Pøi zmìnì smìru pohybu (v zatáèce) se proto musí nutnì projevovat gyro-skopické (setrvaèníkové) jevy, které nelze zanedbat. Jako pøíklady na pohybsetrvaèníku v technické praxi uvedeme pøehled tìchto jevù u jednotlivých typùdopravních strojù.a) Letadlo, loï, raketaModerní typy tìchto strojù mají zpravidla turbínu a kompresor, jejich¾ rotorymají osu v podélné ose stroje. Výklad provedeme na pøípadì proudového letadla(obr. 20). Moment hybnosti roztoèených rotorù oznaèíme L. Chceme-li zmìnitsmìr pohybu stroje, musíme mu pomocí kormidel vnutit na jistou dobu rotaènípohyb (hovoøíme o vnuceném pohybu). Chceme-li napø. zatoèit vlevo, musína stroj pùsobit moment síly Mv (na obr. 20 míøí vzhùru kolmo k nákresnì).Tento moment v¹ak po dobu svého pùsobení vyvolá precesní pohyb úhlovourychlostí 
 , pøièem¾ podle (32) platí mezi uvedenými velièinami vztahMv = 
 � L : (34)Je zøejmé, ¾e pøi zatáèce vlevo se budezvedat pøedek letounu; letadlo budeþtì¾ké na ocasÿ. Pøi zatáèce vpravobude naopak þtì¾ké na nosÿ. Podobnìse chová loï i raketa. Tento jev simù¾eme snadno demonstrovat na kla-sickém vysavaèi prachu (doutníkovéhotvaru). Vnutíme-li mu rotaci kolem osykolmé na podélnou osu sklopí se námpøi jedné orientaci tohoto pohybu pøe-dek vysavaèe a pøi druhé orientaci za-dek vysavaèe.
L 
Mv Obr. 20�Nyní popí¹eme gyroskopický jev pøi vnuceném otáèení kvantitativnì. Nech»otáèejícímu rotoru (setrvaèníku) o momentu hybnosti L vnucujeme rotaci napø.vlevo úhlovou rychlostí �v pùsobením momentu sílyMv (obr. 21). Kdyby tentorotor byl volným tìlesem (neulo¾eným v lo¾iskách) sklápìla by se osa rotorudo smìru vektoru Mv tak, ¾e podle Resalovy vìty by rychlost koncového boduvektoru L byla rovna Mv a vznikla by precese p úhlovou rychlostí 
 . Pokud22



rotor ulo¾íme do lo¾isek 1, 2 tak je tomuto pohybu sice zabránìno, av¹ak rotorpùsobí na lo¾iska silami Fg, které jsou vyvolány gyroskopickým momentemMg. Tento moment urèíme ze vztahu, který je analogický vztahu (34). Abyvznikla precese úhlovou rychlostí !v musel by podle Resalovy vìty pùsobitmoment síly �Mg, pro který analogicky (34) platí�Mg = �v � L ;neboli Mg = L� �v = J� � �v : (35)Velikost gyroskopického momentu jeMg = L!v sin# = J!!v sin# : (36)Jeho smìr nejlépe urèíme pravidlem ®ukovského:Je-li setrvaèník nucen vykonávat precesní pohyb, pak vzniká gyroskopický mo-ment, který se sna¾í nejkrat¹í cestou otoèit osu rotace setrvaèníku (vektor L)do smìru osy vnuceného pohybu.Gyroskopický moment mù¾eme vyjádøit je¹tì ve tvarul � Fg = J� � �v ;kde Fg jsou pøídavné síly, kterými pùsobí osa rotoru na lo¾isko a l je ramenotìchto sil. Jeliko¾ síly Fg jsou kolmé na osu, mù¾eme pro jejich velikost psátFg = J!!vl sin# : (37)
T1 2v p MvMg�Mg �v� 
#LFg Fgl� Obr. 21
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Pøíklad 3 | Gyroskopický moment u parníkuParník je opatøen turbínou s osou v podélné ose lodì (srovnej s obr. 21).Vypoètìte velikost gyroskopického momentu Mg a velikost celkové tlakovésíly F1 v pøedním lo¾isku a F2 v zadním lo¾isku, koná-li parník manévrovacíotáèení vpravo úhlovou rychlostí !v = 0;250 rad � s�1. Rotor má hmotnostm = 18;5 � 103 kg, moment setrvaènosti J = 2100 kg �m2 a jeho tì¾i¹tì jeuprostøed rozpìtí l = 5;20 m lo¾isek; otáèky rotoru jsou n = 540 min�1.Øe¹eníPodrobné øe¹ení necháváme na ètenáøi a uvádíme jen výsledky:Mg = �nJ!v30 = 2;97 � 104 N �m ;F1 = mg2 + Mgl = 9;65 � 104 N ;F2 = mg2 � Mgl = 8;50 � 104 N :b) Dvojstopá vozidlaChceme-li dvojstopým vozidlem(automobilem) zaboèit napø. vle-vo, musíme prostøednictvím øí-zení pùsobit na kola momentemsíly Mv (obr. 22). Podle druhéimpulsové vìty v¹ak tento mo-ment bude mít tendenci zpùso-bit precesi úhlovou rychlostí 
 .Bude vyklápìt vozidlo ze zatáèkygyroskopickým momentem Mgpodle (35).
L Mv MgFo�v 
Or Obr. 22�Gyroskopický úèinek kol v zatáèce je tedy nepøíznivý a spolu s odstøedivýmisilami Fo zmen¹uje stabilitu dvojstopého vozidla v zatáèce, nebo» pùsobí vzhle-dem k bodu dotyku O kola s vozovkou klopným momentem síly.c) Jednostopá vozidlaZákladem jednostopého vozidla je kutálející se kolo, které pøi pohybu má vedlehybnosti p = mv je¹tì moment hybnosti L = J� . Vyklonìním kola ze svisléroviny o malý úhel # (viz obr. 23a) vznikne pùsobením tíhové síly FG = mgmoment MG, který pootáèí moment hybnosti L ve smìru MG (obr. 23b), tj. vevodorovném smìru. 24



Kolo tak zaène vykonávat vedle posuvného a rotaèního pohybu je¹tì pre-cesní pohyb. Je zøejmé, ¾e pøi náklonu kola napø. vlevo dojde k jeho stáèení takévlevo. Vrátíme-li kolo zpìt do svislé roviny, precese (a tím i zatáèení) ustane.Jízdní kolo a motocykl je tedy v zatáèce stabilní.Pøi øízení kola øidítky pùsobíme na kolo momentem sily Mv, který mu vnu-cuje rotaci. Situace je analogická jako na obr. 22; vzniká tedy gyroskopickýmomentMg. V praxi zpravidla kombinujeme øízení bicyklu a motocyklu naklo-nìním s øízením øídítky.
L LFG FG MG#S S

O O
ga) b)
�Obr. 233.2 Stabilizace letu disku a støelya) DiskAby pohyb disku byl stabilní a délka vrhuco nejvìt¹í, vrhá jej sportovec tak, ¾e muudìlí na poèátku pohybu rotaci kolem osysoumìrnosti. Disk se tedy chová jako setr-vaèník.Gyroskopiské jevy pøi pohybu disku (apodobnì støely) si nejsnáze mù¾eme vy-svìtlit a demonstrovat na pohybu lepenko-vého kotouèe (papírového pivního tácku).Vrhneme-li kotouè levou rukou, bude pøipohledu shora rotovat v kladném smìru (tj.proti smìru hodinových ruèièek). Za po-hybu na nìj bude pùsobit odpor o výsled-nici R . Pùsobi¹tì R není v dùsledku aerody-namických pomìrù v tì¾i¹ti T , nýbr¾ v bodìC ve smìru pohybu pøed ním (obr. 24).

L
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Pøeneseme-li tuto sílu do tì¾i¹tì musíme pøipojit moment M dvojice R , R 00.Tento moment zpùsobí precesi, tak¾e tácek vr¾ený levou rukou se bude stáèetvpravo. Slo¾ka Fv síly R 0 pùsobí jako vztlaková síla.Pohyb disku je podobný, jen precese v dùsledku velkého momentu hyb-nosti L a relativnì malého momentu M není tak výrazná. Vztlaková síla Fvnadná¹í disk (zmen¹uje tedy úèinek tíhové síly) a zejména v sestupné èástibalistické køivky prodlu¾uje délku vrhu.Proto¾e vztlaková síla je neustále kolmá k rovinì kotouèe (disku) a kotouèse v dùsledku precese natáèí, vzniká odchylka v pohybu na tu stranu, na kterouse natáèí. U støel se této odchylce øíká derivace (terminologicky by v¹ak bylosprávnìj¹í hovoøit o deviaci).b) StøelaVe vojenství je vyu¾ito vlastností setrvaèníku ke stabilizaci pohybu hlavòovýchstøel, kterým se v hlavni udìluje rotace, a tím i moment hybnosti L. Za pohybupùsobí na støelu odpor vzduchu R , jeho¾ pùsobi¹tì C je mimo tì¾i¹tì smìremke ¹pici støely (obr. 25). Síla R dává k tì¾i¹ti T momentM kolmý k rovinì pro-lo¾ené osou støely a teènou k trajektorii pohybu. Pùsobením tohoto momentubude støela vykonávat precesní pohyb. V dùsledku tøení vzduchu o povrch rotu-jící støely, které je nejvìt¹í na èelní náporové stranì støely, vzniká dal¹í momentsíly, který zmen¹uje nutaèní úhel #. Pùsobením tohoto momentu sleduje osastøely stále teènu k balistické dráze støely a dopadá tak na cíl ¹picí. Ve vakuu(napø. na Mìsíci) by naopak osa støely zachovávala smìr osy hlavnì a dopadlaby na cíl dnem, co¾ by nebylo z hlediska úèinku støely ¾ádoucí.LMMR T C 
ld v #
� Obr. 25Kvantitativní øe¹ení naznaèeného problému je slo¾ité. Jde o nalezení opti-málního vztahu mezi velikostí momentu hybnosti L a velikostí momentu sílyM . Moment hybnosti se dá pro danou støelu a její ús»ovou rychlost ovlivnitjejí úhlovou rychlostí, tj. stoupáním závitù v hlavni. Moment síly M se dáovlivnit pøedev¹ím polohou pùsobi¹tì C síly R vùèi tì¾i¹ti T støely. Toho se26



dosahuje vhodnou konstrukcí plá¹tì støely, zejména její pøední èástí, která mátvar ogivalu. Podrobnìj¹í analýzu precesního a nutaèního pohybu støely lzenalézt v èlánku [10].Pøíklad 4 | Kinetická energie a precese støelyStøela rá¾e (tj. vnìj¹ího prùmìru) d = 100 mm a hmotnosti m = 30;0 kg bylavystøelena z hlavnì kanónu poèáteèní (tzv. ús»ovou) rychlostí v0 = 900 m�s�1.V hlavni byla støele udìlena rotace tak, ¾e se støela zaøezávala do závitu o stou-pání s = 30d. V dùsledku kmitu hlavnì pøi výstøelu se osa støely odchýlila odteèny k dráze o malý úhel #. Ve vzduchu bude na støelu pùsobit síla odporuvzduch o velikosti R = 2;00�103 N ve smìru rovnobì¾ném s teènou k trajektorii,a to v pùsobi¹ti C vzdáleném o l = 1;5d od tì¾istì (viz obr. 25).Vypoètìte:a) celkovou poèáteèní kinetickou energii støely,b) kolik otáèek precesního pohybu søela vykoná, je-li doba letu støely t = 64;1 sa budeme-li pøedpokládat jR j = konst:Pøi výpoètu momentu stervaènosti pova¾ujte støelu zjednodu¹enì za válec.Øe¹enía) Pro celkovou poèáteèní kinetickou energii støely platíEk = 12(mv20 + J!2) ; kde J = 12m�d2�2 a ! = 2�T ;pøièem¾ T je doba potøebná k jedné otáèce støely v hlavni, tj. k probìhnutízávitu vý¹ky s. Platí tedys = v0T = 2�v0! ; z toho ! = 2�v0s = �v015d :Pak po dosazení do hoøej¹ího vztahu dostanemeEk = 12mv20 "1 + 12 � �30�2# = 1;22 � 107 J = 12;2 MJ :b) Støela bude vykonávat precesní pohyb úhlovou rychlostí (33). Velikost mo-mentu síly je M = Rl sin# = 1;5Rd sin#, velikost momentu hybnosti jeL = J! = �mv0d120 :Po dosazení do výrazu (33) dostáváme
 = 180� Rmv0 :27



Velikost úhlové rychlosti precesního pohybu tedy nezávisí na úhlu # (provelké # by v¹ak støela ztratila v dùsledku zmìny aerodynamických pomìrùstabilitu).Doba jedné otáèky je Tp = 2�
 = �2mv090R ;pro poèet otáèet precesního pohybu bìhem letu støely dostávámen = tTp :Èíselnì: Tp = 1;48 s; n = 43;3.3.3 Lunisolární precese ZemìZemì je velký setrvaèník. Jejípohyb po pøibli¾nì eliptické tra-jektorii { ekliptice { je øízengravitaèním polem Slunce a ru-¹en gravitaèním polem blízkéhoMìsíce. Proto¾e Zemì má pøi-bli¾nì tvar zplo¹tìlého elipsoidua proto¾e její osa není kolmák rovinì ekliptiky ani k rovinìmìsíèní trajektorie, neprocházívýslednice gravitaèních sil odpùsobení Slunce a Mìsíce hmot-ným støedem S Zemì. Tentofakt si mù¾eme vysvìtlit tak,¾e do elipsoidu Zemì vepí¹emekouli podle obr. 26.
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#ke Slunci rovinaekliptikyObr. 26�Pak na èást zbylého prstence, která je blí¾e ke Slunci, pùsobí vìt¹í pøita¾livásíla F1 ne¾ pøita¾livá síla F2 pùsobící na jeho vzdálenìj¹í èást. V dùsledku tohovznikne { po pøenosu sil do hmotného støedu S { moment M silové dvojice.Jeho velikost se pøi pohybu Zemì mìní. Nejvìt¹í je v dobì zimního slunovratu(poloha je naznaèena na obr. 26) a letního slunovratu. Naopak je nulový v dobìjarní a podzimní rovnodennosti. Moment M vyvolává základní { solární { pre-cesní pohyb Zemì, jeho¾ úhlová rychlost se mìní v dùsledku promìnnosti M .Proto¾e smìr 
 míøí na opaènou stranu roviny ekliptiky ne¾ úhlová rychlostvlastní rotace Zemì (tento smìr udává vektor L), hovoøíme o protibì¾né precesi.Velikost i smìr výsledného ru¹ivého momentu M ponìkud ovlivòuje sku-teènost, ¾e kolem Zemì obíhá Mìsíc, jeho¾ eliptická trajektorie le¾í v rovinì,28



která je vzhledem k rovinì ekliptiky sklonìna o 5�090. Gravitaèní vliv Mìsíceje nezanedbatelný a projevuje se tím, ¾e þmodulujeÿ moment M . To má zanásledek, ¾e se k základnímu { solárnímu { precesnímu pohybu superponujedruhotný { lunární { precesní pohyb a výsledkem je lunisolární precese, u ní¾se mìní nutaèní úhel #; vzniká tedy nutaèní pohyb. Perioda solární preceseje asi 25725 let, je to tzv platónský rok . Støední hodnota nutaèního úhlu je# = 23�270, perioda lunární precese (nutaèní perioda) je 18,61 roku. Perio-dické zmìny nutaèního úhlu jsou velmi malé, nebo» zemská osa opisuje kolemsvé støední polohy nutaèní elipsu, její¾ velká poloosa je 9;2100 a malá poloosa6;8600 [11].Lunisolární precese (resp. její astronomické dùsledky) byla známa ji¾ starovìkémuastronomovi Hiparchovi z Nikaie v roce 140 pø.Kr. Srovnával astronomické souøadnicehvìzd ze svých mìøení s výsledky mìøení svých pøedchùdcù a zjistil, ¾e ekliptikálnídélky hvìzd vzrostly. Fyzikálnì se tento jev podaøilo vysvìtlit a¾ Newtonovi na základìjeho zákona v¹eobecné gravitace.Pøímým astronomickým dùsledkem lunisolární precese jsou postupné zmìny polohhvìzd pøi orientaci podle noèní oblohy. Nyní sever urèujeme podle známé hvìzdyPolárky, pro staré Egyp»any kolem r. 2600 pø.Kr. byla nejbli¾¹í jasnou hvìzdou usvìtového pólu hvìzda Thuban v souhvìzdí Draka. V dùsledku lunisolární precesese pozvolna mìní poloha hvìzd vùèi rovníkové souøadnicové soustavì druhého druhu(spojené s jarním bodem). Zemská osa bude smìøovat nejblí¾e k Polárce v roce 2115,kdy její odklon od smìru k Polárce bude jen 210. V roce 14 100 bude orientaènímbodem pro svìtový pól hvìzda Vega v souhvìzdí Lyry, kolem r. 21 000 to bude opìtThuban. Polárka se ke svìtovému pólu znovu pøiblí¾í kolem r. 28 000.Lunisolární precese má ov¹em i záva¾nìj¹í dùsledky. Pøi pohybu Zemì po eklip-tické trajektorii dochází ke støídání roèních období v závislosti na úhlu, který svírázemská osa se spojnicí støedù Zemì a Slunce. Toto støídání roèních období se neopa-kuje pøesnì s periodou obìhu støedu Zemì po ekliptické trajektorii (tato perioda senazývá siderický rok). V dùsledku lunisolární precese je za jeden platónský rok (tj. za25 725 siderických rokù) o jeden cyklus roèních období více ne¾ obìhù po ekliptickétrajektorii.Problém èasování roèních období komplikuje je¹tì skuteènost, ¾e sklon rovinyekliptické trajektorie Zemì se v dùsledku gravitaèního pùsobení ostatních planet ne-patrnì mìní | v souèasné dobì se zmen¹nuje o 0;4700 za rok, pøièem¾ úèinek tohotopohybu ponìkud zmen¹uje vliv lunisolární precese na støídání roèních období.Problém se astronomicky vyøe¹il zavedením jarního bodu jako polohy Slunce naekliptice (tj. na trajektorii zdánlivého roèního pohybu Slunce po obloze), v ní¾ senachází v okam¾iku jarní rovnodennosti. Pøesnìji je to prùseèík ekliptiky se svìtovýmrovníkem, v nìm¾ se Slunce nachází pøi jarní rovnodennosti. Tento okam¾ik je astro-nomický poèátek jara. V dùsledku popsaných precesních pohybù není poloha jarníhobodu pevná, nýbr¾ tento bod jde vstøíc Slunci o 50;252800 za rok (tento údaj platil prorok 1974). Proto je doba mezi dvìma prùchody Slunce jarním bodem, tzv. tropickýrok , v prùmìru asi o 20 minut krat¹í ne¾ siderický rok.29



3.4 Larmorova preceseS gyroskopickými efekty se setkáváme i v atomistice. Na závìr tohoto textu siproto zjednodu¹enì vysvìtlíme tutu aplikaci mechaniky. Elektron v atomu máv urèitém stavu orbitální moment hybnosti a spin, tj. vlastní moment hybnostia odpovídající magnetické momenty. Dostane-li se atom do vnìj¹ího magnetic-kého pole o indukci B , vzniká Zeemanùv jev { roz¹tìpení nìkterých spektrál-ních èar v optickém spektru. Podle hrubé mechanisitické pøedstavy lze tento jevobjasnit precesním pohybem roviny, v ní¾ le¾í trajektorie, kterou koná elektronv coulombovském elektrostatickém poli jádra.Elektronu na urèité trajektorii (obr. 27) pøíslu¹í moment hybnosti L == 2mew a také magnetický moment m = �ew , kde me je hmotnost elektronu,e elementární náboj a w plo¹ná rychlost elektronu. Z hlediska gyroskopickéhoefektu lze trajektorii pova¾ovat za elementární proudovou smyèku, jí¾ pøíslu¹ímagnetický moment m, a také moment hybnosti L. Jak se odvozuje v elektro-magnetismu, bude na ni v poli indukce B pùsobit moment silové dvojiceM = m �B ;který je kolmý k obìma vektorùm B , m atudí¾ i k L. Pùsobením momentu M budeelektronová trajektorie konat precesi, kteráje zcela analogická precesi tì¾kého setrvaè-níku (èl. 2.4).Pro výpoèet úhlové rychlostiprecese u¾ijeme Resalovy vìty. Podle níplatíjLj sin# � j
 j = jM j = jmjjB j sin# ;neboli2mejw jj
 j sin# = ejw jjB j sin# :Pro # 6= 0 dostaneme Larmorovu úhlovourychlost 
 = eB2me :
L M
M



#Bm Obr. 27�V kvantové fyzice pojem þtrajektorie elektronuÿ ztrácí význam a protoani pøedstavu o magnetickém momentu nelze vázat na pøedstavu o lineárnímproudu. Av¹ak, i tak lze dokázat, ¾e Zeemanùv jev lze objasnit precesním pohy-bem vektoru orbitálního momentu hybnosti a také precesním pohybem spinukolem vektoru B = konst : Pøitom velikost prùmìtu momentu hybnosti L ispinu s do smìru vektoru B se zachovává, a precese probíhá rovnì¾ s Larmo-rovou úhlovou rychlostí 
 = eB2me . Larmorovou precesí se vysvìtlují diamagne-tické vlastnosti látek (magnetik). 30



4 ÚlohyA. Øe¹ené úlohy1. Slo¾ky tenzoru momentu setrvaènosti zalome-ného høídeleVypoèítejte slo¾ky tenzoru setrvaènosti zalomenéhohøídele, který je ulo¾en v lo¾iskách A; B (obr 28).Hmotnost høídele je m, polomìr pùlkru¾nic je r. A
B

O xy
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Obr. 28�Øe¹eníHøídel sestává ze dvou èástí; z ka¾dé vyjmeme ele-ment o poloze ' (obr. 29). Souøadnice elementù:x = r sin' ;y = r(1� cos') ;z = 0 ; ������ x = �r sin' ;y = �r(1� cos') ;z = 0 ;dm = �rd' :Délková hustota hmotnosti je� = m2�r :Slo¾ky tenzoru setrvaènosti:
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Obr. 29�Jxx = 2Z(m) y2 dm = 2�r3 �Z0 (1�cos')2d' = 2�r3 �Z0 (1�2 cos'+cos2 ') d' == 2�r3 �'� 2 sin'+ '2 + 14 sin 2'��0 = 3��r3 = 32mr2 ;31



Jyy = 2Z(m)x2 dm = 2�r3 �Z0 sin2 ' d' = �r3�'� 12 sin 2'��0 =��r3 = 12mr2 ;Jzz = 2Z(m)(x2 + y2) dm = 2�r3 �Z0 (sin2 '+ 1� 2 cos'+ cos2 ') d' == 2�r3 �Z0 (2� 2 cos') d'| {z }2� = 4��r3 = 2mr2 ;Jxy = Jyx = 2Z(m) xy dm = 2�r3 �Z0 sin'(1� cos') d' == 2�r3 �Z0 (sin'� 12 sin 2') d'| {z }2 = 4�r3 = 2�mr2 ;Jxz = Jzx = Jyz = Jzy = 0 ; proto¾e z = 0 :2. Roztáèení setrvaèníku tøecí spojkouNa dvou høídelích jsou namonto-vány setrvaèníky 1, 2, pøièem¾ høí-dele mohou být spojeny prostøed-nictvím tøecí spojky S (obr. 30).Pøi rozpojené spojce je nejprve roz-toèen setrvaèník 1 tak, ¾e má n1 =3000 otáèek za minutu. Setrvaè-ník 2 je na poèátku v klidu. Potéje prostøednictvím tøecí spojky pøi-pojen druhý høídel a setrvaèník se
1 2S
�Obr. 30zaène postupnì zrychlovat, a¾ se oba setrvaèníky budou otáèet stejnou úh-lovou rychlostí a soustava høídelù bude mít n12 = 1800 otáèek za minutu.První setrvaèník i s høídelem má moment setrvaènosti J1 = 6;0 kg �m2.32



Vypoètìte:a) Jaký je moment setrvaènosti J2 druhého setrvaèníku i s høídelem.b) Kolik mechanické energie �Ek soustava ztratila pøi spojení.Øe¹enía) Platí zákon zachování momentu hybnostiJ1!1 = (J1 + J2)!12 :Odtud J2 = J1� !1!12 � 1� = J1� n1n12 � 1� = 4;0 kg �m2 :b) �Ek = 12J1!21 � 12(J1 + J2)!212 = 12 � �30�2 n1(n1 � n12)J1 = 118 kJ :3. Volnì otáèivá tyèTenká homogenní tyè o délce l a hmotnosti m se volnì otáèí po vodorovnédokonale hladké rovinì úhlovou rychlostí �0 kolem svého støedu. Zachytíme-li náhle jeden konec tyèe, zaène se tyè otáèet kolem tohoto konce. Vypoètìteúhlovou rychlost � , kterou se tyè nyní bude otáèet, a kolik mechanickéenergie �Ek pøi této zmìnì ztratí.Øe¹eníZákon zachování momentu hybnosti:J0!0 = J! ; 112ml2!0 = 13ml2! ! ! = !04 :Ztráta mechanické energie:�Ek = 12ml212 !20 � 12ml23 !2 = 12ml212 !20 � 12ml23 !2016 = ml2!2032 :
33



4. Pùsobení pøíèné síly na setrvaèníkNa vzpøímený setrvaèník o hmotnostim roztoèený úhlovou rychlostí � ko-lem osy symetrie, vzhledem k ní¾ mámoment setrvaènosti J , pùsobíme pokrátkou dobu �t silou F rovnobì¾nous osou x (obr. 31). Popi¹te chování setr-vaèníku, tj. vypoètìte úhel �#, o kterýse za �t odchýlí jeho osa, a popi¹te po-hyb, který poté bude setrvaèník vyko-návat.
g F

� x
y

z
l l0 m; JOT Obr. 31�Øe¹eníOsa setrvaèníku se odchýlí v rovinì x = 0 od osy y o úhel�# = arctgM�tL � F l�tJ!a setrvaèník souèasnì zaène vykonávat precesní pohyb s úhlovou rychlostí(33): 
 = mgl0J! :Osa setrvaèníku bude opisovat ku¾el o vrcholovém úhlu �# úhlovou rych-lostí 
 , její¾ velikost na tomto úhlu nezávisí.5. Precese disku na rameniHomogenní disk o hmotnosti m a polomìru r je otoènì ulo¾en na rameniR zanedbatelné hmotnosti v sestavì podle obr. 32. Disk roztoèíme velkouúhlovou rychlostí � kolem osy symetrie. Popi¹te pohyb, který bude diskvykonávat.Øe¹eníNa disk pùsobí moment tíhové sílyo velikosti M = mgR. Rotujícídisk, jeho¾ moment hybnosti mávelikost L = J! = mr2!2 ;bude vykonávat precesi okolo osy ys úhlovou rychlostí o velikosti
 = ML = 2gRr2! : g �
 xy

rR
mO Obr. 32 34



6. Gyroskopický moment setrvaèníku v rámuSetrvaèník ve tvaru válcového disku o polomìru r a hmotnosti m se otáèíúhlovou rychlostí !1 v úhlopøíèce ètvercového rámu zanedbatelné hmotnostipodle obr. 33. Rám se otáèí kolem svislé osy úhlovou rychlostí !2. Urèetegyroskopický moment a reakce v lo¾iskách A; B, které jím budou vyvolány.Øe¹eníPro gyroskopický moment podle (35) platíMg = J�1 � �2 ; kde J = 12mr2 :Velikost gyroskopického momentu je tedyMg = 12mr2!1!2 sin� = p24 mr2!1!2 :Vektor Mg je kolmý k rámu a v danépoloze rámu míøí pøed nákresnu. ReakceRA = �RB , které jej v lo¾iskách kompen-zují, le¾í v rovinì nákresny a mají velikostRA = RB = p24l mr2!1!2 :
l r�2 �1� mA

B
Obr. 33!

7. Gyroskopický moment u letadlaOtoèné èásti leteckého motoru vèetnì vrtule mají moment setrvaènosti J =25 kg�m2. Vrtule se otáèí n = 2400 otáèkami za minutu. Vypoètìte gyrosko-pický momentMg pùsobící na letadlo, které prolétá rychlostí v = 450 km=hpravotoèivou zatáèku po vodorovné kru¾nici o polomìru R = 280 m. Jakýúèinek bude mít tento moment, kdy¾ se vrtule z pohledu pilota otáèí vesmìru rotace hodinových ruèièek?Øe¹eníGyroskopický moment urèíme pomocí vztahù:Mg = J� � �v ; ! = �n30 ; !v = vR ; �v ? � ;kde �v je úhlová rychlost vynucené rotace (obr. 34). Velikost gyroskopickéhomomentu tedy je 35



Mg = �nvJ30R = 2805 N �m :Gyroskopický moment má smìr ra-diály spojující støed køivosti trajek-torie O a bod A, v nìm¾ se nacházíletadlo. Jeho pùsobením bude v tétozatáèce letadlo þtì¾ké na nosÿ. V le-votoèivé zatáèce se smìr momentuMg otoèí a letadlo bude þtì¾ké naocasÿ.
R��v �vOAMg Obr. 34"
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B. Neøe¹ené úlohy8. Precese setrvaèníku na rameniSetrvaèník ve tvaru válcového disku o polomìru r = 100 mm a hmotnostim = 1;20 kg rotující s úhlovou rychlostí ! = 314 rad�s�1 zavìsíme v tíhovémpoli na vylo¾eném rameni délky a = 75 mm a zanedbatelné hmotnostiprostøednictvím nitì podle obr. 35. Setrvaèník zaène vykonávat precesi.Vypoètìte nejkrat¹í dobu, za kterou osa setvaèníku zaujme opìt výchozípolohu.

a
mr

g
#

a�m �
g �1�2 O J
$Obr. 35 Obr. 369. Precese setrvaèníku v Cardanovì závìsuBezsilový setrvaèník o momentu setrvaènosti J , otáèející se úhlovou rych-lostí �1, je ulo¾en v Cardanovì závìsu podle obr. 36. Rovnováhu poru¹ímetím, ¾e na osu setrvaèníku do vzdálenosti a od støedu O umístíme záva¾ío hmotnosti �m. Osa setrvaèníku svírá se svislou osou úhel �. Urèete úh-lovou rychlost �2 vzniklé precese, zanedbáte-li hmotnost Cardanova závìsua tøení v lo¾iskách.10. Gyroskopický moment u kolového mlýnaKolový mlýn sestává z válcového kola o hmotnsoti m, které se odvaluje povodorovné desce (obr. 37). Kolo je otoènì ulo¾eno na rameni o1 délky R azanedbatelné hmotnosti, které se otáèí kolem svislé osy o2 úhlovou rychlostí37




 = konst . Vypoètìte gyroskopický momentMg a výslednou sílu F , kterouje kolo pøitlaèováno k desce.
o1o2 rR F �


% o1 o2r R�1�2
A
BC D&Obr. 37 Obr. 3811. Gyroskopický moment setrvaèníku v rámuUrèete gyroskopický moment a reakce v lo¾iskách A; B;C;D závìsu podleobr. 38, které jsou vyvolány setrvaèníkem tvaru koule o polomìru r a hmot-nosti m. Setrvaèník se otáèí kolem osy o1 úhlovou rychlostí �1 a rám kolemosy o2 úhlovou rychlostí �2. Hmotnost rámu zanedbejte, !1 � !2.12. Gyroskopický moment u stacionární turbínyStacionární turbína je umístìna na ' = 60� se-verní zemìpisné ¹íøky, její rotor má smìr poledníkua vektor úhlové rychlosti � její vlastní rotace míøípøesnì k severu (obr. 39). Urèete smìr a velikostgyroskopického momentu, je-li ! = 314 rad � s�1 amoment setrvaènosti rotoru J = 120 kg�m2; !z =7;29 � 10�5 rad � s�1. '�z �

Obr. 39'
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Výsledky neøe¹ených úloh8. T = �mr2!ag = 16;1 s9. !2 = �mg sin�J!110. Gyroskopický moment je kolmý k nákresnì, míøí za ni a má velikostMg = 12mrR
 2. Pøítlaèná síla F = m�g + rR
 22 �.11. Gyroskopický moment Mg = J�1 � �2 je kolmý k nákresnì a míøí zani. Jeho velikost je Mg = 25mr2!1!2. Reakce RA = �RB a RC = �RDle¾í v rovinì nákresny a mají stejnou velikost RA = RB = RC = RD =mr2!1!25R .12. Gyroskopický moment smìøuje podle rovnobì¾ky na východ a má velikostMg = J!!z sin' = 2;38 N �m.
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