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ÚvodSkuteèná tìlesa pevného skupenství, neboli pevná tìlesa, se vyznaèují tím, ¾evzdálenosti mezi èásticemi, z nich¾ jsou slo¾ena, nejsou stálé. Pùsobením sil setyto vzdálenosti mìní, vzniká deformace pevného tìlesa. Tyto zmìny vzdále-ností jsou u øady úloh z mechaniky zanedbatelné, a pokud nedojde pùsobenímsil k poru¹ení soudr¾nosti tìlesa, není nutné k nim pøihlí¾et.Proto zavádíme pojem tuhé tìleso. Je to model skuteèného pevného tìlesa,u kterého se de�nuje, ¾e vzdálenosti mezi jednotlivými body tìlesa jsou nepro-mìnné pøi libovolných pùsobících silách. Dále se de�nuje, ¾e tvar tuhého tìlesa arozlo¾ení hmotnosti v nìm je stejné jako u skuteèného tìlesa, pøièem¾ rozlo¾eníhmotnosti se pøedpokládá spojité. Tohoto modelu nelze pou¾ít v pøípadech,kdy se napø. uplatòují pru¾né vlastnosti skuteèného tìlesa.Uva¾ujme o tøech bodech tuhého tìlesa, které nele¾í na jedné pøímce, pùjdenapø. o body 1, 2, 3 na obr. 1. Upevníme-li nyní tuhé tìleso tak, ¾e jeden jeho
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Obr. 1�
bod, napø. 1, bude ve vzta¾né soustavìnepohyblivý, mohou ostatní body opisovattrajektorie, které budou le¾et na kulovýchplochách se støedem v bodì 1. Budou-li ve vzta¾né soustavì dva body nepohyb-livé, napø. 1, 2, budou ostatní body tìlesaopisovat kruhové trajektorie, jejich¾ spoleè-nou osou je pøímka, na ní¾ le¾í body 1,2. Zamezíme-li v uva¾ované vzta¾né sou-stavì i pohybu bodu 3, bude tìleso v tétovzta¾né soustavì nepohyblivé. Z této úvahyvyplývá, ¾e poloha tuhého tìlesa v prostoru je jednoznaènì urèena polohou jehotøí bodù, které nele¾í na té¾e pøímce. Proto¾e tyto body mù¾eme pova¾ovatza vrchly rovinného trojúhelníka, je poloha tuhého tìlesa rovnì¾ jednoznaènìurèena polohou libovolného trojúhelníka spøa¾eného s tìlesem.Poloha ka¾dého z uva¾ovaných bodù 1, 2, 3 je ve vzta¾né soustavì urèenatøemi souøadnicemi, tak¾e pro urèení polohy tìlesa máme celkem devìt èísel.V¹ech tìchto devìt èísel v¹ak nelze nezávisle mìnit, proto¾e tím bychom mohlitøi body tuhého tìlesa umístit kamkoli do prostoru, co¾ není vzhledem k tuhostitìlesa mo¾né. Proto¾e tedy j12j=konst, j23j=konst, j31j=konst, lze pøi pohybuvolit nanejvý¹ 3 � 3 � 3 = 6 nezávislých souøadnic tuhého tìlesa. Øíkáme, ¾evolné tuhé tìleso konající obecný prostorový pohyb má ¹est stupòù volnosti .Toto zji¹tìní je rozhodující pro celou mechaniku tuhého tìlesa. Napø. k jed-noznaènému øe¹ení prostorového pohybu tuhého tìlesa je tøeba øe¹it ¹est ska-lárních pohybových rovnic a k urèení rovnováhy tuhého tìlesa v prostoru je3



tøeba øe¹it ¹est skalárních podmínek rovnováhy.V mechanice tuhých tìles èasto øe¹íme tzv. rovinné úlohy . Patøí sem na-pøíklad vy¹etøování pohybu tìlesa, jeho¾ body opisují trajektorie, které jsourovinnými køivkami. Nebo pùjde o vy¹etøování rovnováhy tìlesa, kdy soustavasil pùsobících na tìleso je rovinná.Podmínky øe¹itelnosti rovinných úloh jsou podstatnì jednodu¹¹í ne¾ u obec-ných prostorových úloh. Vyplývá to i z poètu stupòù volnosti volného tuhéhotìlesa vykonávajícího rovinný pohyb. Tento poèet urèíme opìt z úvahy o pohybutuhé soustavy tøí bodù z obr. 1. Obecnì volené body 1, 2, 3 opisují pøi rovin-ném pohybu trajektorie, které le¾í ve tøech vzájemnì rovnobì¾ných rovinách.Tyto tøi body, které vymezují trojúhelník, mù¾eme bez újmy obecnosti volittak, aby le¾ely jen v jedné z tìchto rovnobì¾ných rovin. Pak je ov¹em zøejmé,¾e k jednoznaènosti urèení polohy tìlesa pøi rovinném pohybu staèí uva¾ovatjen o jedné ze stran tohoto trojúhelníka, napøíklad o úseèce 12. Její polohav rovinì je urèena tøemi nezávislými souøadnicemi, napø. dvìma kartézskýmisouøadnicemi bodu 1 a úhlem, který svírá úseèka 12 s libovolnou pøímkou v tétorovinì. Tedy volné tuhé tìleso konající rovinný pohyb má tøi stupnì volnosti .Podle druhù øe¹ených úloh se mechanika tuhého tìlesa èlení na:1. statiku | øe¹í podmínky rovnováhy tìlesa,2. kinematiku| zabývá se pohybem tìlesa bez zøetele k jeho pøíèinám,3. dynamiku | vy¹etøuje souvislost mezi pohybem tìlesa a silamia jejich momenty pùsobícími na teleso.V na¹em textu se omezíme jen na statiku tuhého tìlesa.
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1 Soustavy sil pùsobících na tìleso1.1 SílaVe statice vy¹etøujeme soustavy sil, které sestávají z jednotlivých sil. Síla se vefyzice zavádí jako velièina, která je mírou dynamických úèinkù na tìleso (sílajako pøíèina zmìny pohybového stavu tìlesa) anebo je mírou statických úèinkùna tìleso (napø. tah na závìs, tlak na podlo¾ku, míra vzájemného pùsobenímezi tìlesy, síla jako pøíèina deformace pru¾ných tìles).
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Obr. 2�
Z experimentù je zøejmé, ¾e síla je vektorová ve-lièina. Pøi pùsobení na skuteèná tìlesa je jed-noznaènì urèena velikostí, smìrem a pùsobi¹tìm.U tuhých tìles není vazba síly na pùsobi¹tì (A)nutná, nebo» úèinek síly na tuhé tìleso se jejímposunutím po pøímce nositelce (p) nezmìní | v tu-hém tìlese je síla vázaná na pøímku | viz. obr. 2.Tuto vektorovou pøímku síly budeme nazývat nosi-telka síly . Sílu gra�cky znázoròujeme orientovanouúseèkou a pou¾íváme pro ni znaèku F , pøípadnì vespeciálních pøípadech je¹tì znaèky R , N , S . Dùle-¾itým pøípadem síly pro statiku je tíhová síla FG.Je to výslednice tíhových sil pùsobících na elementy tìlesa v tíhovém poli. Mápùsobi¹tì v tì¾i¹ti tìlesa. Kromì toho zavádíme tíhu G . Je to síla, kterou pùsobítìleso v tíhovém poli na jiné tìleso (napø. podlo¾ku) v místì dotyku tìchto tìles .Jednotkou síly je newton (N).
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Obr. 3�

Pøi práci se silovými soustavami je velmi vý-hodné provést rozklad síly do kartézskýchslo¾ek (obr. 3):F = Fx+Fy +Fz = Fx i +Fy j +Fzk ; (1)kde i , j , k jsou jednotkové vektory ve smìruos x, y, z kartézské soustavy souøadnic. Roz-li¹ujeme vektory Fx, Fy, Fz jako kartézskéslo¾ky síly F a skaláry Fx, Fy, Fz jako kar-tézské souøadnice síly F .V obr. 3 je pùsobi¹tì A síly urèeno poloho-vým vektorem r o souøadnicích xA, yA, zA.Platí r = xA i + yA j + zAk : (2)5



A FxFy F�Obr. 4�
V tomto textu se a¾ na výjimky omezíme na rovin-nou soustavu sil. Pak Fz = 0, zA = 0. Èasto pra-cujeme i s polárními souøadnicemi síly: F = jF j, �(obr. 4). PakFx = F cos� ; Fy = F sin� ;F =qF 2x + F 2y ; tg� = FyFx : (3)1.2 Moment síly vzhledem k bodu
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Obr. 5�

Dùle¾itým pojmem mechaniky je moment(M) síly vzhledem k bodu, který de�nujemejako vektorový souèin polohového vektoru (r )pùsobi¹tì síly od pøíslu¹ného bodu (O) a vek-toru (F ) síly zde pùsobící :M = r � F : (4)Je mírou otáèivých úèinkù síly F na tìleso,které je otáèivé kolem nehybného bodu O.Z vlastností vektorového souèinu dvou vektorù vyplývá, ¾e M je vektor,který má tyto vlastnosti (viz. obr. 5):a) Je kolmý k rovinì prolo¾ené vektory r , F .b) Jeho orientace je urèena pravidlem pravé ruky pro vektorový souèin (zdelze toto pravidlo specializovat tak, ¾e orientace je urèena palcem pravéruky, kdy¾ prsty ukazují smìr rotace, kterou by síla F vzhledem k bodu Ozpùsobila).c) Jeho velikost je urèena plochou rovnobì¾níka opsaného vektory r , F :jM j = M = rF sin' = pF ; (5)kde p = r sin' je rameno síly (obr. 5).d) Je vázán k bodu O, který se nazývá momentový bod .e) Je nulový buï pro F = 0 anebo pro r = 0 , tedy kdy¾ nositelka síly Fprochází momentovým bodem O. Je nulový rovnì¾ pro ' = 0, tedy kdy¾nositelka síly je rovnobì¾ná s polohovým vektorem r a je p = 0.Kartézské slo¾ky vektoruM urèíme obecným postupem pro vektorový sou-èin. Omezíme-li se na rovinný pøípad, kdy vektory r , F budou le¾et v rovinì6



z = 0, budeM = r � F = (xA i + yA j )� (Fx i + Fy j ) = ������ i j kxA yA 0Fx Fy 0 ������ == k(xAFy � yAFx) =Mz : (6)Vektor M má v tomto pøípadì jedinou slo¾ku, která le¾í v ose z uva¾ovanévzta¾né soustavy.Jednotkou momentu síly je newton metr (N �m).1.3 Moment síly vzhledem k nehybné oseo d tAF0 F
Obr. 6�

Vedle momentu síly vzhledem k bodu se zavádí je¹tìmoment síly vzhledem k nehybné ose. Je mírou otáèi-vých úèinkù síly F na tìleso, které je otáèivé kolem tétonehybné osy. Je to vektor M0, který le¾í v ose otáèenía má velikost M0 = F0d ; (7)o d tAF0 F
Obr. 7OM M0� r�

kde F0 je prùmìt síly F do pøímky t(obr. 6), která je teènou ke kru¾nici, je¾by opisoval bod A pøi otáèení tìlesa kolemnehybné osy o a d je polomìr této kru¾nice.Vztah mezi momentem M síly vzhledemk bodu O a momentem M0 té¾e síly vzhle-dem k ose o, která bodem O prochází, jezøejmý z obr. 7. PlatíM0 = M cos� ; (8)kde � je úhel, který tyto dva vektory sví-rají.1.4 Rovinná soustava sil se spoleèným pùsobi¹tìmÚlohou je najít jedinou výslednici soustavy sil, jejich¾ úèinek na tuhé tìleso jestejný, jaký má celá soustava jednotlivých sil. Uva¾ujme soustavu n sil, kteréle¾í v rovinì z = 0 a které mají spoleèné pùsobi¹tì A. Pokud síly nemají spo-leèné pùsobi¹tì, av¹ak jejich nositelky se protínají v jednom bodì, posunemejednotlivé síly do tohoto bodu. 7



a) Gra�cké øe¹ení
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Obr. 8�
Postupujme podle pravidla o geo-metrickém sèítání vektorù. Ke koncivektoru první síly pøipojíme vektordruhé síly atd., a¾ ke konci pøed-poslední síly pøipojíme vektor po-slední síly. Výslednice F je pak ur-èena orientovanou úseèkou vedenouz poèátku A ke konci poslední síly.Výslednice tedy uzavírá tento silovýn + 1 úhelník . Øe¹ení pro n = 4 jena obr. 8.b) Poèetní øe¹eníJednotlivé síly rozlo¾íme na kartézské slo¾ky a pøíslu¹né kartézské slo¾kyseèteme (jde o vektory le¾ící ve smìru osy x a y):Fv = F1+F2+ :::+Fn = (F1x+F2x+ :::+Fnx) i +(F1y+F2y+ :::+Fny) j == Fx i + Fy j = Fx + Fy ; (9)kde Fx, Fy jsou kartézské slo¾ky a Fx ; Fy kartézské souøadnice výslednésíly Fv. Její polární souøadnice urèíme pomocí vztahù (3).c) Varignonova vìtaStanovme nyní moment výslednice soustavy n rùznobì¾ných sil, které le¾ív jedné rovinì, napø. z = 0 (obr. 9). Výslednice podle vztahu (9) je
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Obr. 9�

Fv = nXj=1 Fj : (10)Jednotlivé síly a jejich výslednice pro-cházejí spoleèným bodem A, jeho¾ po-loha vzhledem k poèátku O vzta¾nésoustavy je dána polohovým vektoremr . Obì strany vztahu (10) nyní zlevavektorovì vynásobíme r a na pravéstranì provedeme rozpis podle distribu-èního zákona. Tak dostanemer � Fv = nXj=1 r � Fj ; neboli Mv = nXj=1Mj : (11)8



Neboli moment výslednice soustavy sil protínajících se v jednom bodì (A)vzhledem k libovolnému bodu (O) je roven vektorovému souètu momentùslo¾kových sil k tému¾ bodu (O).Tato vìta se nazývá vìta Varignonova podle Francouze Pierra Varignona(1654{1722), který ji poprvé vyslovil.Je-li výsledná síla soustavy sil se spoleèným pùsobi¹tìm nulová, je nulovýi vektorový souèet momentù slo¾kových sil vzhledem k libovolnému bodu.Tato pouèka obecnì neplatí pro soustavu rovnobì¾ných sil, u ní¾ je nulovávýslednice sil Fv = 0 (viz odst. 1.5c).1.5 Obecná rovinná soustava silPro nalezení postupu urèení výslednice obecné rovinné soustavy sil, tedy sou-stavy sil, jejich¾ pùsobi¹tì nejsou toto¾ná, budeme se nejprve zabývat zvlá¹tnímpøípadem dvou rovnobe¾ných sil a zavedeme pojem silové dvojice.a) Soustava dvou rovnobì¾ných sil
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Mìjme dvì rovnobì¾né síly F1, F2 podle obr. 10. Úlohu pøevedeme na sou-stavu dvou rùznobì¾ných sil tak, ¾e k silám pøipojíme nulový vektor F0, �F0.Tím dostaneme rùznobì¾né síly R1, R2, které procházejí bodem S. Jejich vý-slednice Fv = R1 + R2 = (F1 � F0) + (F2 + F0) = F1 + F2 (12)má velikost Fv = F1 + F2 ; jejich nositelka je rovnobì¾ná se silami F1, F2 aprochází bodem C, jeho¾ poloha se urèí z podobnosti pøíslu¹ných trojúhelníkù(obr. 10): r1jSC j = F0F1 ; r2jSC j = F0F2 :Odtud r1r2 = F2F1 :Neboli F1r1 = F2r2 ; respektive po vynásobení sin� dostanemeF1r1 sin�� F2r2 sin� = 0; (13)kde r1 sin� = p1, r2 sin� = p2 jsou ramena sil k momentovému bodu C. BodC se nazývá støed rovnobì¾ných sil .b) Momentová vìtaPodle vztahu (13) výslednice dvou rovnobì¾ných sil prochází bodem C ,vzhledem k nìmu¾ je souèet momentù jednotlivých slo¾kových sil nulový. Je tozøejmì proto, ¾e výslednice (12) má vzhledem k tomuto bodu nulové rameno.Tento poznatek lze zobecnit pro soustavu n rùznobì¾ných sil. Zvolíme-limomentový bod na nositelce jejich výslednice bude pro moment slo¾kových silplatit nXj=1Mj = 0 : (14)Výsledek (14) se oznaèuje jako momentová vìta.Je-li výslednice soustavy rovnobì¾ných sil nulová, nemusí být nulový mo-ment slo¾kových sil, jak uvidíme v následujícím odstavci. S momentovou vìtouse setkáváme je¹tì v tomto znìní: Otáèivý úèinek sil pùsobících na tuhé tìlesootáèivé kolem nehybné osy se ru¹í, jestli¾e vektorový souèet momentù v¹ech silvzhledem k ose je nulový vektor .c) Silová dvojice a její momentVra»me se nyní k soustavì dvou vzájemnì rovnobì¾ných sil, av¹ak uva¾ujmesíly opaèného smìru. Pøi hledání výslednice postupujeme analogicky jako u sou-stavy rovnobì¾ných sil stejného smìru, tj. problém pøevedeme zavedením po-mocných sil F0, �F0 na problém rùznobì¾ných sil. Výsledek øe¹ení je zøejmýz obr. 11. 10
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jAC j = r1jBC j = r2jAB j = r = r2 � r1
Obr. 11�Výslednice má velikost Fv = F1 � F2 (15)a le¾í v bodì C mimo úseèku AB na stranì vìt¹í síly. Vzdálenost r1 bodu Cod bodu A urèíme z momentové vìty (14), nebo z podobnosti trojúhelníkù naobr. 11. Platí F1r1 = F2r2 = F2(r1 + r) ;neboli r1 = F2F1 � F2 r = F2Fv r :Po vynásobení sin� dostaneme vztah pro ramena silp1 = F2Fv p : (16)Uva¾ujme nyní zvlá¹tní pøípad dvou vzájemnì rovnobì¾ných sil opaènéhosmìru a stejné velikosti (obr. 12). Její velikost podle (15) je Fv = 0 a její polohapodle (16) je p1 !1. Tato zvlá¹tní soustava se nazývá silová dvojice.11



Úèinek silové dvojice se zøejmì projevuje pouze momentem síly. Vypoètemejeho velikost k libovolnì umístìnému (momentovému) bodu O (obr. 12):M = �xF + (x + p)F = pF : (17)
O xF p BA FM

Obr. 12�
Nezávisí tedy na polozebodu O .Vektor momentu M silovédvojice je kolmý k rovinì,v ní¾ dvojice le¾í a nenívázán k ¾ádnému bodu |je to vektor volný. Pøi za-chování smìru jej mù¾emeposunout do libovolnéhobodu v prostoru.d) Rovnobì¾né posunutí síly do libovolného bodu v tìlesea) b) c)

O A A0r 0r F FA r0�F 0 F 0A0 A0F 0 = F
MObr. 13�Pùsobí-li síla F v bodì A tuhého tìlesa (obr. 13a), mù¾eme ji posunout dolibovolného bodu A0 v tìlese tak, ¾e v tomto bodì pøipojíme k tìlesu nulovývektor F 0 ; �F 0, pøièem¾ F 0 = F (obr. 13b). Vzájemná poloha bodù A, A0 jezøejmì urèena vztahem r0 = r�r 0. Pøi rovnobì¾ném posunutí síly F do bodu A0musíme tedy pøipojit k síle F = F 0 doplòkovou silovou dvojici F ; �F 0 = �F :Její moment k libovolnému bodu O jeM = r � F + r 0 � (�F 0) = (r � r 0)� F = r0 � F ; (18)neboli je nezávislý na volbì momentového bodu O . Výsledek rovnobì¾néhoposunutí bodu je znázornìn na obr. 13c.e) Výslednice obecné rovinné soustavy silMìjme soustavu n sil, které nemají spoleèné pùsobi¹tì. Pro jednoduchostzvolíme rovinnou soustavu a budeme poèetním zpùsobem hledat její výslednici.12



Podstata øe¹ení úlohy je v principu jednoduchá. Postupem uvedeným v pøed-cházejícím odstavci ad d) úlohu pøevedeme na skládání rùznobì¾ných vektorù
�Fj FjdMv y Fv Fv

�FvAjAv Fj xO
Obr. 14�

sil a momentù sil. Uva¾ujme napø.obecnou sílu Fj , která le¾í v rovinìz = 0 v pùsobi¹ti Aj . Tato síla re-prezentuje libovolnou sílu z n-ticedaných sil. Tyto síly pøeneseme dourèitého bodu roviny, napø. do po-èátku O (obr. 14). Ke ka¾dé pøene-sené síle musíme pøi pojit momentMj pøíslu¹né silové dvojice.Poté mù¾eme najít výslednici sil amomentù silových dvojic soustavy:Fv = nXj=1 Fj ; Mv = nXj=1Mj : (19)K tomu je tøeba pøipomenout, ¾e v pøípadì rovinné soustavy mají v¹echnymomentyMj smìr kolmý k rovinì sil (mají v na¹em pøípadì smìr osy z) a tudí¾se skládají skalárnì. Pro výsledný moment byl v obr. 14 pou¾it pro jednodu-chost symbol oblouèku se ¹ipkou, naznaèuje smìr rotace, kterou by momentsíly vyvolal. Tento moment Mv lze zcela eliminovat vhodným pøemístìním vý-slednice Fv tak, aby Fvd =Mv .Pùjde-li naopak o rovinnou soustavu rovnobì¾ných sil, bude úloha snadnoøe¹itelná. Pøi poèetním postupu lze jednak vyu¾ít vý¹e popsané metody s tím,¾e obì rovnice (19) budou skalární. Jednak lze vyu¾ít momentové vìty (14).Oba postupy uplatníme v následujícím pøíkladì.Pøíklad 1Urèete výslednici sil F1, F2, F3, které pùsobí na tuhý nosník podle (obr. 15).Tíhovou sílu nosníku neuva¾ujte.
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Mv O Cd F2
F1 Fv F3a a aObr. 15�

F1 = 60 N,F2 = 40 N,F3 = 30 N,a = 0; 30 m
Øe¹enía) Dané síly pøeneseme do bodu O a najdeme výslednou sílu a výsledný mo-ment silových dvojic: Fv = �F1 + F2 � F3 = �50 NMv = �F1a+ F22a� F33a = �21 N�m :Výsledný moment Mv vyru¹íme pøemístìním výsledné síly Fv do vzdále-nosti d, pro ní¾ platí d = MvFv = � 21� 50 m = 0;42 m :b) Polohu výslednice lze urèit rovnì¾ u¾itím momentové vìty (14), podle ní¾souèet momentù slo¾kových sil vzhledem k bodu (C) le¾ícímu na výslednicije nulový: F1(d� a) + F2(2a� d)� F3(3a� d) = 0d = F1 � 2F2 + 3F3F1 � F2 + F3 a = 0;42 m :1.6 Gra�cké urèení výslednice rovinných soustav silGra�cké øe¹ení popsané v èlánku 1.4a (obr. 8) lze pou¾ít jen pro pøípad rùz-nobì¾ných sil. Gra�cké øe¹ení pro rovnobì¾né síly (obr. 10, 11) aplikované naobecnìj¹í pøípady by bylo velmi pracné. Proto byla vypracována metoda vlák-nového a silového obrazce.Metodu si uká¾eme na konkrétním jednoduchém pøípadì dvou rovnobì¾-ných sil (obr. 16a). 14



a) b)

vláknovýobrazec
p1F1A 0 1 2C
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p2F2BFv

FvF2
F1 F 01F 02

F0
�F0 Fv silovýobrazec

P (pól)
Obr. 16�K soustavì pøipojíme nulovou soustavu sil F0, �F0 na nositelce 0 smìrupodstatnì odli¹ného od smìru nositelek p1, p2. Pracujeme nejprve se silou F0,kterou seèteme s danou silou F1 a dostaneme dílèí výslednici F 01 = F0 + F1(obr. 16b). Nositelka 1 této síly musí procházet prùseèíkem A nositelek p1 a0 | viz vláknový obrazec (obr. 16a). Nyní se vrátíme do silového obrazce ak síle F 01 pøièteme danou sílu F2 a dostaneme dílèí výslednici F 02 = F 01 + F2,její¾ nositelka 2 musí procházet prùseèíkem B nositelek 1 a p2. Nakonec je tøebaodeèíst vlo¾enou sílu F0, tedy pøipojit sílu �F0. Tak dostaneme výslednou síluFv = F 02�F0, která ve vláknovém obrazci musí procházet prùseèíkem C nositelek0, 2. Bod P je význaèným bodem silového obrazce; nazývá se pól . Celý postuplze formálnì zjednodu¹it jak uká¾eme na dal¹ím pøíkladì.Mìjme soustavu ètyø sil v rovinì podle obr. 17. Pomocné síly (vlo¾enounulovou soustavu sil F0, �F0 a dílèí výslednice) získáme spojením koncovýchbodù daných s vhodnì voleným pólem P v silovém obrazci (oznaèujeme je nyníji¾ jen èísly) a smìry tìchto sil pøená¹íme do vláknového obrazce. Na koncipostupu ji¾ nepøipojujeme sílu �F0, nýbr¾ pou¾ijeme nositelky 0 síly F0, kterámá stejný smìr. Síla Fv doplòuje pøíslu¹ný n+1 úhelník. Její nositelka procházíprùseèíkem nositelek 0, 4 ve vláknovém obrazci.
15
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Obr. 17	
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2 Tì¾i¹tì2.1 Tì¾i¹tì tuhého tìlesaNa jednotlivé hmotné elementy �m tìlesa pùsobí v homogenním tíhovém poliZemì síly, které jsou vzájemnì rovnobì¾né. Pøedpokládáme-li, ¾e tìleso je ho-mogenní o hustotì %, bude element tíhové síly �FG = g�m = g%�V : Celkovátíhová síla FG = gm = g%V prochází významným bodem, který se nazývátì¾i¹tì (tento bod pøitom nemusí být souèástí tìlesa, jak je tomu napø. u kru-hového prstence).
z O x

y
yTxT zT

g
FG �FG�mV T

Obr. 18�
Polohu xT ; yT ; zT tì¾i¹tì tìlesa naobr. 18 urèíme podle pravidel pro sklá-dání rovnobì¾ných sil, pøièem¾ sou-øadnice xT ; zT urèíme tak, ¾e tíhovépole necháme pùsobit ve smìru osy�ya souøadnici yT tak, ¾e tíhové pole ne-cháme pùsobit ve smìru osy x. U¾i-jeme pøitom Varignonovu vìtu, napø.pro souøadnici xT bude platitX(V ) xg%�V = xTg%V ;pøièem¾ symbol P(V ) znaèí, ¾e souèet provádíme pøes celý objem tìlesa. Po krá-cení g% vypoèteme xT : Tak postupnì dostaneme v¹echny souøadnice tì¾i¹tìxT = 1V X(V ) x�V; yT = 1V X(V ) y�V; zT = 1V X(V ) z�V : (20)Výpoèet podle tìchto vzorcù bude tím pøesnìj¹í, èím men¹í elementy �V ; kterévyplòují celé tìleso o objemu V , budeme volit. V limitì �V ! 0 vede výpoèetna integrování, co¾ pøesahuje rámec tohoto textu.Má-li homogenní tìleso rovinu nebo osu soumìrnosti, le¾í tì¾i¹tì v této ro-vinì nebo na této ose. Má-li homogenní tìleso støed soumìrnosti, je jeho tì¾i¹tìtoto¾né s tímto støedem. Poloha tì¾i¹tì od podstavy nìkterých homogenníchtìles na jejich ose v závislosti na vý¹ce h tìchto tìles je uvedena v tab.I.Tab. I. válec, hranol n{boký jehlan ku¾el polokouleh2 h4 h4 38h = 38rJe-li tìleso sestaveno z nìkolika dílèích tìles, jejich¾ hmotnosti �m = %�Va souøadnice jejich tì¾i¹» známe, urèíme tì¾i¹tì tìlesa u¾itím vzorcù (20).17



FG FG1 FG2S1 S2TObr. 19�
Je-li v tìlese dutina nebo otvor, pøipojíme do tì-¾i¹tì této chybìjící èásti tíhovou sílu opaèného smìru.Napø. v hranolu na obr. 19 je asymetricky vytvoøenýválcový otvor. Do bodu S2 tedy pøipojíme tíhovousílu FG2 opaèného smìru ne¾ má tíhová síla FG1. SílaFG1 odpovídá celistvému hranolu, FG = FG1 � FG2hranolu s otvorem.2.2 Tì¾i¹tì plochy a èáryAnalogicky pojmu tì¾i¹tì tìlesa se zavádí pojem tì¾i¹tì plochy a tì¾i¹tì èáry.Pro výpoèet souøadnic tì¾i¹tì rovinné plochy si pøedstavme homogenní plo-ché tìleso o plo¹e základny S a konstantní tlou¹»ce t. Po dosazení do prvníchTab. IIKruhový obloukPùlkruhový oblouk

Trojúhelník
Kruhová výseèPùlkruh

Tr b
s�� yT yT = r sin�� = r bs� = �=2 ;b = �r ; s = 2r yT = 2r�

h T yT yT = h3
yT = 2r sin�3�yT = 4r3�� = �=2r �� yTT

È�18



dvou vztahù (20) za V = tS;�V = t�S dostanemexT = 1SX(S) x�S ; yT = 1S X(S) y�S : (21)Podobnì pro výpoèet souøadnic tì¾i¹tì rovinné èáry si pøedstavme drát kon-stantního pøíèného prùøezu S velmi malých rozmìrù oproti délce l. Pak V = Sl;�V = S�l a podle (20) dostanemexT = 1l X(l) x�l ; yT = 1l X(l) y�l : (22)V limitì �S ! 0 nebo �l! 0 pøecházejí výrazy (21) a (22) opìt na inte-grály. Výsledky øe¹ení pro nìkteré dùle¾ité èáry a plochy jsou uvedeny v tab. II.Pøíklad 2Vypoètìte souøadnice tì¾i¹tì plochy naobr. 20.Øe¹ení:Nejprve vhodnì zvolíme soustavu sou-øadnic (viz obr. 21, 22). Plocha je syme-trická podle osy x, proto poèítáme jensouøadnici xT, nebo» yT = 0: Plochu lzerozlo¾it na obdélníky. Je nìkolik mo¾-ností, zvolíme dvì. 1070
10 30 10

T
Obr. 20�a) Plochu rozlo¾íme na tøi obdélníky (obr. 21).S1 = S3 = 300 mm2; S2 = 900 mm2; S = 2S1 + S2 = 1500 mm2;x1 = x3 = 15 mm ; x2 = 35 mm ; xT = 2S1x1 + S2x2S = 27 mm :b) Plochu rozlo¾íme na dva obdélníky (obr. 22): od obdélníku ABCD plochyS01 odeèteme obdélník EFGH plochy S02. PlatíS01 = 3600 mm2; S02 = 2100 mm2; S = S01 � S02 = 1500 mm2;x01 = 20 mm ; x02 = 15 mm ; xT = S01x01 � S02x02S = 27 mm :19
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Obr. 22�2.3 Gra�cké urèení tì¾i¹tìProto¾e pøi hledání souøadnic tì¾i¹tì jde v podstatì o úlohu nalezení pùsobi¹tìvýslednice soustavy rovnobì¾ných sil v prostoru nebo v rovinì, lze pro øe¹enítéto úlohy pou¾ít gra�ckých metod vypracovaných pro øe¹ení tìchto soustav.Pro øe¹ení tì¾i¹tì osovì symetrických tìles, plochých tìles, ploch a èar lze po-u¾ít gra�ckého øe¹ení, které je popsáno v èlánku 1.5. Uká¾eme si to na dvoupøíkladech.Pøíklad 3Naleznìte souøadnici xT tì¾i¹tì plochy z pøíkladu 2 gra�ckou metodou, a topro pøípady ad a), ad b) rozkladu plochy.O xT T10 2S1+S3 S2S
S1+S3

S2 210 P
xT = 27 mmObr. 23	20



O xT T1 02S 01
S 02 S S

S 01S 02 120 P
xT = 27 mmObr. 24
Øe¹ení:Úlohu pøevedeme na skládání sil, jejich¾ velikost je úmìrná velikosti pøíslu¹-ných ploch.a) Obr. 23b) Obr. 24Øe¹ení ad b) je ménì pøesné, proto¾e se zde uplatòuje rozdíl sil. Proto bylozvoleno vìt¹í mìøítko pro délky.Pøíklad 4Urèete gra�ckým øe¹ením souøadnice tì¾i¹tì lomené èáry podle obr. 25.

l1 l2 l3 l4� �
Obr. 25�

l1 = l2 = l4 = 25 mm ;l3 = 40 mm ;� = 45�Øe¹ení:Nejprve zvolíme soustavu souøadnic (obr. 26). Velikost tíhových sil budeúmìrná délkám úseèek, jejich pùsobi¹tì bude ve støedu úseèek. Smìr tìchto silbude pro souøadnici xT v záporném smìru osy y, pro yT ve smìru osy x. Silovéobrazce spojíme do jednoho obrazce se spoleèným pólem P (viz obr. 26).21
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3 Rovnováha a ulo¾ení tìlesa v rovinì3.1 Podmínky rovnováhy tìlesaVìnujme nejprve pozornost pøípadu tuhého tìlesa, které se nachází v inerciálnívzta¾né soustavì a na nìj¾ pùsobí obecná prostorová soustava sil (obecnì silvzájemnì mimobì¾ných). Aby toto tìleso bylo v rovnováze, aby tedy existovalavzta¾ná soustava, v ní¾ se nebude pohybovat | ani posouvat, ani otáèet, musíbýt výslednice sil pùsobících na tìleso nulová a musí být nulová i výslednicemomentù sil . Musí tedy platit nXj=1 Fj = 0 ; (23)nXj=1Mj = 0 : (24)Tyto dvì vektorové rovnice reprezentují ¹est slo¾kových rovnic. Volné tìleso,jak víme z Úvodu, má ¹est stupòù volnosti a splnìní ka¾dé z tìchto slo¾kovýchrovnic odebírá tìlesu jeden stupeò volnosti. Tìleso, které se ve vzta¾né soustavìnepohybuje, má nula stupòù volnosti.V této stati, která je jen úvodem do statiky, bude úèelné zabývat se pouzeøe¹ením pøípadu rovnováhy tuhého tìlesa v rovinì . Pak se v pøípadì obecnésoustavy sil v rovinì redukuje rovnice (23) na dvì slo¾kové rovnice a rovnice(24) na jednu slo¾kovou rovnici. Budou-li síly pùsobit v rovinì z = 0 , budoumít slo¾kové rovnice rovnováhy tvarnXj=1 Fxj = 0 ; nXj=1 Fyj = 0 ; (25)nXj=1Mzj = 0 : (26)Jde tedy o tøi rovnice, které odpovídají tomu, ¾e volné tìleso má v rovinì tøistupnì volnosti. Splnìní ka¾dé z rovnic (25), (26) odebírá tìlesu jeden stupeòvolnosti.Bude-li na tìleso pùsobit jen soustava rùznobì¾ných sil , tedy soustava sil sespoleèným pùsobi¹tìm, bude rovnováhy tìlesa dosa¾eno pøi splnìní podmínek(23), resp. (25). Pro dosa¾ení rovnováhy tìlesa zde proto postaèí, aby silovýobrazec byl uzavøený , neboli, aby výslednice sil byla nulová. U obecné soustavysil je to podmínka pouze nutná. 23



Bude-li na tìleso pùsobit jen soustava momentù sil, vyvolaných napø. sou-stavou silových dvojic, pak postaèí pro rovnováhu tìlesa jen splnìní podmínky(24), resp. (26). Pro obecnou soustavu sil je to opìt jen podmínka nutná.Souèasné splnìní obou podmínek (23), (24), resp. (25), (26), dává podmínkunutnou a postaèující pro pøípad pùsobení obecné soustavy sil na tuhé tìleso.Rovnováhy tuhého tìlesa bude dosa¾eno v tìchto dvou pøípadech:1. Pro dané síly (èasto oznaèované jako þvti¹tìnéÿ síly) obecnì pùsobící natìleso budou splnìny podmínky (23), (24), neboli výslednice daných sil ajejich momentù bude nulová.2. Nebudou-li výslednice daných sil a jejich momentù nulové, je nutné tuhétìleso vhodnì ulo¾it (viz. odst. 3.3). Pak vzniknou v ulo¾ení reakce, kterédoplní soustavu daných sil a momentù sil tak, ¾e podmínky (23), (24)budou splnìny.3.2 Nìkteré nutné podmínky rovnováhy sila) Rovnováha dvou sil
RGObr. 27�

Dvì síly budou v rovnováze, jen kdy¾ budou le¾etna té¾e nositelce. Aby to byla podmínka nutná ipostaèující, musí být tyto síly také stejnì velké avzájemnì opaèného smìru.Napø. volná kulièka v tíhovém poli nebudev rovnováze, pùsobením tíhové síly bude padat.Abychom ji uvedli do rovnováhy pøi zachovánípùsobení dané síly G, polo¾íme ji na vodorovnoupodlo¾ku. Ta zaène na kulièku pùsobit ve smìrusvislice silou | reakcí R = �G , která ji uvededo rovnováhy (obr. 27).b) Rovnováha tøí sil v rovinìNutnou podmínkou pro rovnováhu tøí rùznobì¾ných sil pùsobících v rovinìje, aby tyto síly procházely jedním bodem. Tato vìta má velkou dùle¾itostpro statiku rovinných soustav, jak uvidíme v dal¹ích pøíkladech a úlohách.Pøíklad 5Danou sílu F, která le¾í na nositelce p, uveïte do rovnováhy dvìma silami,pøièem¾ o jedné víte, ¾e le¾í na pøímce pB, která je rùznobì¾ná s pøímkou p adruhá prochází bodem A, který le¾í v rovinì urèené pøímkami p, pB. Pøíklad jekonkretizován na obr. 28a. 24



Øe¹eníU¾ijeme vìtu o tøech silách | síly musí procházet prùseèíkem O pøímek p,pB (obr. 28b). Tím je dán smìr síly FA | pøímka pA, která je spojnicí bodù A,O. Ze silového obrazce na obr. 28c urèíme velikost sil FA, FB . Silový obrazecje uzavøen | jde o síly v rovnováze.
A F F FpB pB pBp ppA pAA O FA FBa) b) c)

Obr. 28�Pøíklad 6Danou sílu F, která le¾í na nositelce p, uveïte do rovnováhy dvìma rov-nobì¾nými silami FA, FB , které pùsobí na daných rùzných pøímkách pA, pB,pøièem¾ pøímky p, pA, pB jsou vzájemnì rovnobì¾né a le¾í v té¾e rovinì. Situaceje konkretizována na obr. 29a.Øe¹eníProto¾e síly F, FA, FB se protínají v nekoneènu, není mo¾né pøímo pou¾ítvìtu o tøech silách. Sílu F uvedeme do rovnováhy dvìma pomocnými silamiS0, S1 podstatnì odli¹ného smìru (vhodnou volbou pólu P). Situace je znázor-nìna na obr. 29b, c a øe¹í se postupem reciprokým postupu, který byl popsánv èl. 1.6. Ve vláknovém obrazci (obr. 29b) nakreslíme nositelky 0, 1 sil S0,S1 tak, aby se protínaly na nositelce p (síly S0, S1, F jsou v rovnováze |procházejí bodem OF ).pA pApB pBp p
F FOA OF OB2 01 FAFB F S1S2S0 PObr. 29

a) b) c)
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Nositelka pA neznámé síly FA musí procházet bodem OA, podobnì nositelkapB neznámé síly FB musí procházet bodem OB . Vláknový obrazec uzavøemepøímkou 2, která je spojnicí bodù OA, OB a udává smìr tøetí pomocné síly S2.Nyní ve slo¾kovém obrazci (obr. 29c) rozlo¾íme sílu S0 na sílu S2 a hledanousílu FB . Výslednice pomocných sil S1 a S2 pak dává velikost druhé neznámésíly FA. Tím je úloha vyøe¹ena.Podobnì budeme øe¹it i problém popsaný v pøíkladì 5, jestli¾e prùseèík Opøímek p, pB bude mimo list papíru.Pøíklad 7Danou sílu F na nositelce p uveïte do rovnováhy tøemi silami FA, FB ,FC , které le¾í na daných rùznobì¾kách pA, pB, pC bez spoleèného prùseèíku,pøièem¾ v¹echny pøímky p, pA, pB, pC le¾í v jedné rovinì. Situace je konkreti-zována na obr. 30. ppA F pB pC
Obr. 30�Øe¹ení p

pA F pB pCObr. 31
D Ec FB CF FA
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Jde o rovnováhu ètyø sil, kterou pøevedeme prostøednictvím pomocné Cul-mannovy síly na rovnováhu dvou trojic sil, tedy na øe¹ení známého problému.Culmannova síla C má smìr Culmannovy pøímky c, která je spojnicí prùseèíkùD, E (obr. 31a). Ve slo¾kovém obrazci (obr. 31b) nejprve uvedeme do rovnováhysílu F silami FA, C a pak rozlo¾íme sílu C na hledané síly FB , FC , které majíspoleèné pùsobi¹tì v bodì E.3.3 Ulo¾ení tìlesa v rovinìVolné tìleso v prostoru má ¹est stupòù volnosti, volné tìleso v rovinì má tøistupnì volnosti . Poloha tìlesa v rovinì je jednoznaènì urèena polohou úseèky,která le¾í v této rovinì (napø. polohou úseèky AB na obr. 32). K tomu jezapotøebí tøí souøadnic, napø. x, y, '.
A (x; y)' B

Obr. 32� A ' B
Obr. 33�Pohyblivost volného tìlesa mù¾eme sní¾it zavedením vazby . Zamezíme-lipohybu bodu A (obr. 33), odebereme tìlesu v rovinì dva stupnì volnosti. Tì-leso bude mít jeden stupeò volnosti | jeho pohyblivost bude popsána zmìnoujediné souøadnice '. Pohybu bodu A zamezíme pevnou podporou (obr. 33). Zbý-vající jeden stupeò volnosti odebereme posuvnou podporou v bodì B (obr. 34),která zamezí rotaci tìlesa kolem bodu A. Pokud bychom v bodì B pou¾ili pev-nou podporu jako v bodì A, byla by soustava ji¾ staticky neurèitá (mìla by3� 2 � 2 = �1 stupòù volnosti) | viz obr. 35. Takovou soustavu ji¾ nelze øe¹itjen u¾itím zákonù statiky. Pokud se tato podpora u skuteèného tìlesa pou¾ije,musí se øe¹ení doplnit u¾itím zákonù pru¾nosti a pevnosti. Pokud bychom vlo-¾ili mezi body A, B v obr. 35 je¹tì podporu posuvnou, byla by soustava ji¾dvakrát staticky neurèitá.A BObr. 34� A BObr. 35	Pevnou podporu v rovinì mù¾eme realizovat rovnì¾ pøipojením dvou tu-hých prutù do jednoho bodu tìlesa, napø. v bodì A na obr. 36. Jeden pøipo-27



A B1 2 3Obr. 36
 A BC1 2 3Obr. 37�jený prut odebere jeden stupeò volnosti | napø. v bodì B na obr. 36. Trojná-sobné vyu¾ití této vazby je na obr. 37. O tøení v ulo¾ení na obr. 33 a¾ 37 se vestatice neuva¾uje.A Obr. 38�
Existuje je¹tì vazba, která lokálnì odebírátuhému tìlesu v¹echny stupnì volnosti. Jeto vetknutí (obr. 38). Tuhému tìlesu v ro-vinì odebírá tedy tøi stupnì volnosti, tìlesukonajícímu prostorový pohyb odebere ¹eststupòù volnosti.3.4 Princip uvolnìní z vazby, urèování reakcíØe¹ení rovnováhy vázaného tìlesa (neboli tìlesa podrobeného vazbám) pøe-vádíme na øe¹ení rovnováhy volného tìlesa tím, ¾e je uvolníme z vazby, tj.odstraníme vazby a jejich úèinek nahradíme pùsobením pasivních sil, tzv. re-akcí (nazývají se rovnì¾ vazbové síly). Popsaný postup je vyjádøením principuuvolnìní z vazby .Reakce se zpravidla oznaèují symbolem R . Tyto síly vstupují do podmínekrovnováhy (25), (26) spoleènì s danými silami. Je¹tì je tøeba vìdìt, jaký smìrbudou mít reakce u jednotlivých druhù podpor.1. Podporu pevnou (A v obr. 34) nahradíme reakcí RA, která mù¾e mítv rovinì libovolný smìr. Má tedy dvì slo¾ky RAx, RAy (dvì neznámé).2. Podporu prutovou (1, 2, 3 na obr. 36, 37) nahradíme reakcí R , která másmìr prutu (jedna neznámá | velikost).3. Podporu posuvnou (B v obr. 34) nahradíme reakcí RB , která má smìrkolmý na mo¾ný smìr posuvu tìlesa na podpoøe (jedna neznámá | veli-kost).4. Vetknutí (A v obr. 38) v rovinné úloze nahradíme reakcí RA, která mù¾emít v rovinì libovolný smìr (má dvì slo¾ky RAx, RAy) a reakèním mo-mentem MR, který je kolmý k uva¾ované rovinì (celkem tøi neznámé).28



Uplatnìní popsaného postupu poèetního øe¹ení si uká¾eme na následujícím pøí-kladì. V dal¹ím pøíkladì bude u¾ito gra�cké øe¹ení rovnováhy.Pøíklad 8Urèete reakce pro homogenní tuhé nosníky zatí¾ené silami a ulo¾ené podleobr. 39 a 40. Nosníky se nacházejí v homogenním tíhovém poli, hmotnost ka¾-dého z nich je m. Podle zvyklostí volte kladný smìr sil dolù.A BF a l� g
Obr. 39

A F1 F2a lObr. 40�Øe¹eníNosníky nejprve uvolníme z vazby, pøipojíme reakce a napí¹eme podmínkypodle (25) a (26). Za momentový bod budeme v obou pøípadech volit bod A.Ve støedu nosníkù pùsobí tíhová síla mg .a) Nosník z obr. 39.
ARAy RAx Fx Fy l mg BRBa l=2 Fy = F cos�Fx = F sin� ;Obr. 41�Rovnice rovnováhy: RAx � Fx = 0 ;�RAy + Fy +mg �RB = 0 ;aFy + l2mg � lRB = 0 :29



Øe¹ením dostaneme velikost slo¾ek reakcíRAx = F sin� ;RB = aF cos�l + mg2 ;RAy = F cos�� aF cos�l + mg2 :b) Nosník (krakorec) z obr. 40.A RyRx F1 F2l mgMR al=2 Obr. 42�Rovnice rovnováhy: Rx = 0 ;�Ry � F1 +mg + F2 = 0 ;�MR � aF1 + l2mg + lF2 = 0 :Øe¹ením Rx = 0 ;Ry = F2 � F1 +mg ;MR = �aF1 + mgl2 + lF2 :Pøíklad 9Je dáno tìleso zleva uchycené dvìmi prutovými podporami a zprava kluznìpodepøené podle obr. 43a. Pro danou sílu F gra�cky urèete pøíslu¹né reakce.Øe¹eníJde o úlohu rozlo¾it danou sílu F na tøi síly (reakce) daných smìrù, pøièem¾smìr nositelky RB je kolmý k podlo¾ce B. Øe¹ení provedeme prostøednictvímCulmannovy síly C (viz pøíklad 7). 30
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4 Øe¹ení rovinných prutových soustavJako dùle¾itou technickou aplikaci dosud probraných poznatkù naznaèíme nynístatické øe¹ení prutových soustav , tj. soustav slo¾ených z jednotlivých prutù, sekterými se setkáváme napø. u mostù, jeøábù, sto¾árù, støe¹ních vaznikù, u le¹eníapod. Pro jednoduchost se budeme zabývat jen rovinnými soustavami. Jednot-livé pruty soustavy se protínají v místech, která se nazazývají styèníky . Vestyènicích jsou pruty zpravidla spojeny prostøednictvím styèníkových plechù,na které jsou pruty pøinýtovány nebo pøivaøeny, pøípadnì jsou zde spojenyklouby. Pro statické øe¹ení budeme prutovou soustavu de�novat jako soustavuslo¾enou z tuhých prutù zanedbatelné hmotnosti, které jsou navzájem spolu spo-jeny ideálními klouby (v nich¾ není tøení) ve styènicích (obr. 44).
A B

F1 F2
Obr. 44� RA RBF1 F2

Obr. 45�Pøi øe¹ení prutové soustavy musí být splnìny tyto podmínky:1. Prutová soustava musí být dokonale tuhá, tj. pruty musí tvoøit statickyurèité obrazce, jimi¾ jsou trojúhelníky (obr. 44).2. Vnìj¹í dané síly pùsobí jen ve styènicích (obr. 44).3. V jednotlivých prutech pùsobí jen vnitøní síly; tj. na uvolnìných prutechmusí být rovnováha sil. Proto¾e vnìj¹í síly pùsobí jen ve styènicích, le¾ínositelky sil, které pruty pøená¹ejí, v ose prutù. Vnitøní síly namáhajípruty buï na tah nebo na tlak.4. Vùèi vnìj¹ím silám se prutová soustava chová jako tuhé tìleso (obr. 45).Reakce proto urèujeme jako u nosníkù (viz èl. 3.4).Gra�cký zpùsob øe¹ení, který je za uvedených pøedpokladù velmi jedno-duchý, si uká¾eme na pøíkladech.Máme napø. urèit síly v prutech konzolového jeøábu (obr. 46a) zatí¾enéhove styèníku I. silou F a ulo¾eného ve styènicích II. a III. Nejprve je nutné zvolitmìøítko dispozice, tj. mìøítko nákresu jeøábu tak, ¾e 1 mm nákresu odpovídá� mm ve skuteènosti a dále mìøítko sil tak, ¾e 1 mm silového obrazce odpovídá32



{ newtonù (N). Pøi øe¹ení nejprve urèíme známým postupem reakce RA, RB(obr. 46 a,b).RB
RAA

B F
III

III
IV 1234 5a)�

dispozice:1 mm b=� mmsilový obrazec:1 mm b={ NRB RAF b)�
RB RAF 12 345

d)�
RB RAF 1 2 34

5 c)Obr. 46�Základní my¹lenkou øe¹ení vnitøních sil v prutech je, ¾emusí být v rovnovázesíly pùsobící na ka¾dý jednotlivý styèník . Pøitom si uvìdomíme, ¾e nositelky silv prutech le¾í na osách prutù a ¾e ve styènicích se protínají v jednom bodì.Pro ka¾dý styèník lze tedy urèit dvì neznámé síly v prutech. Z po¾adavku, ¾esilový obrazec musí být uzavøen, dostaneme gra�cké øe¹ení v¹ude tam, kde ve33



styèníku nepùsobí více ne¾ dvì prutové síly.V na¹em pøípadì lze tudí¾ zaèít styèníkem I nebo III. Vyjdeme ze styè-níku I a nakreslíme pøíslu¹ný silový trojúhelník (plnì vyta¾ený trojúhelníkv obr. 46c). Pøi kreslení silového obrazce zásadnì pøipojujeme síly za sebouv takovém poøadí, v jakém následují za sebou pøi obìhu kolem styèníku. Obìhvolíme napø. ve smìru chodu ruèièek na hodinách.Tak máme vyøe¹en styèník I. Síly 1 a 2 na obr. 46c jsou síly, kterými pùsobípruty 1 a 2 na styèník, aby jej uvedly do rovnováhy. Naopak styèník pùsobípodle principu vzájemného pùsobení na pruty silami opaèného smìru (obr.46a). Prut 1 je tedy namáhán na tlak (budeme de�novat, ¾e síla má zápornouhodnotu), prut 2 je namáhán na tah (budeme de�novat, ¾e síla má kladnouhodnotu). Do dispozice (obr. 46a) nakreslíme ¹ipky pøíslu¹ných sil.Nyní mù¾eme postoupit do styèníku II. nebo IV. Zvolme styèník II., kdesílu v prutu 2 ji¾ známe. Nakreslíme silový obrazec (teèkovaný v obr. 46c) avyznaèíme smìry sil v dispozici. Nyní postoupíme do styèníku III. (èerchovanýsilový obrazec). Silový obrazec pro styèník IV. (èárkovaný) kreslíme jen prokontrolu, proto¾e síly jsou ji¾ urèeny z rovnováhy ostatních styèníkù.Jak si mù¾eme v¹imnout, není nutné pøi kreslení silových obrazcù síly v pru-tech pøekreslovat, ale lze nakreslit jediný obrazec (obr. 46d), kterému se øíkáCremonùv silový obrazec. Smìry vnitøních sil, tj. sil v prutech, se do tohotoobrazce nevyznaèují, ale kreslí se pøímo do dispozice. Pøi praktickém øe¹ení sev dispozici nevyznaèují dvojice ¹ipek smìrù vnitøních sil, jak je tomu v obr. 46a.Vyznaèují se jen smìry vnitøních sil, kterými pùsobí prut na styèník. Tak ji¾ jeto provedeno v øe¹ení následujícího pøíkladu 10 a v øe¹ení úlohy 21.Pøíklad 10Gra�ckou metodou urèete reakce RA, RB a síly v prutech prutové soustavyz obr. 47a. Jsou dány velikosti sil F1 = 12;5 kN ; F2 = 25;0 kN a jejich smìr.Øe¹eníNejprve gra�cky urèíme reakceRA, RB na výslednou vnìj¹í sílu F = F1+F2 :Poté budeme postupnì urèovat síly v prutech Cremonovým silovým obrazcem.Mù¾eme postupovat buï od styèníku v podpoøe A, nebo od styèníku v podpoøeB. Výsledky øe¹ení jsou uvedeny v tabulce, pøièem¾ tahové zatí¾ení prutu jeoznaèeno znaménkem + a tlakové zatí¾ení znaménkem �. Zajímavé je, ¾e prodané vnìj¹í síly není prut 3 zatí¾en (nemusel by tam tudí¾ ani být).
34
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Obr. 47 	dáno: F1 = 12; 5 kN ; F2 = 25; 0 kNøe¹ením { reakce: RA = 26; 5 kN ; RB = 10; 0 kN dispozice:1 mm b=125 mmsilový obrazec:1 mm b=625 Nprut 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11F=kN -10,7 -15,8 0 -15,8 -3,5 -9,2 +24,2 -29,0 -24,3 -22,5 +16,835



5 Úlohy1. Je dána soustava sil podle obr. 48, kde F1 = 200 N ; F2 = 100 N : Vypoètìtemoment sil vzhledem k poèátku O vzta¾né soustavy. Gra�ckou metodouurèete výslednici sil a výpoètem ovìøte platnost Varignonovy vìty pro danýpøíklad.
2 m 5 mO x
y

60�F2 F1
Obr. 48� O x

y A1 A2A3�3 �1 �2F2F1F3
Obr. 49�2. Je dána rovinná soustava sil podle obr. 49, kde F1 = 20 N ; F2 = 30 N ;F3 = 25 N ; �1 = 60�; �2 = 30�; �3 = 45� a pùsobi¹tì mají souøadniceA1 (2;0; 1;5) m ; A2 (4;0; 2;0) m ; A3 (�1;0; 1;5) m : Poèetní metodou ur-èete velikost a smìr výslednice. Stanovte rovnì¾ polohu bodu, v nìm¾ jejínositelka protíná osu x.3. Je dána rovinná soustava podle obr. 50, kde F1 = 4F4 ; F2 = 2F4 ; F3 = 3F4a F4 = 10 N : Gra�ckou metodou urèete velikost výslednice a polohu jejínositelky.

O x
y 30 20 10F1 F2 F3 F4Obr. 50� O 4 m 4 m 1 m2 kg 4 kg 4 kg 1 kg xObr. 51�4. Urèete polohu tì¾i¹tì diskrétní soustavy hmotných bodù le¾ících na ose x36



podle obr. 51.5. Urèete polohu tì¾i¹tì rovinných obrazcù znázornìných na obr. 52 a, b, c, d.a)
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yc)

3060 Obr. 52�
d) y

xr 3rOP�6. Vypoètìte polohu tì¾i¹tì èáry z pøíkladu 4.7. Ovìøte výsledek pro polohu tì¾i¹tì pùlkruhu z tab. II. prou¾kovou meto-dou. Plochu pùlkruhu pøitom rozdìlte na ¹est prou¾kù stejné ¹íøky a øe¹tegra�cky i poèetnì.8. Ovìøte výpoètem výsledek pro polohu tì¾i¹tì homogenního ku¾ele a homo-genní polokoule z tab. I. U¾ijte metody dìlení daného tìlesa tak, ¾e jeho37



vý¹ku rozdìlíte na n stejných dílkù. Volte n = 4 a n = 8 a porovnejtepøesnost øe¹ení. Výsledek v tab. I. platí pro limitní pøípad n!1 :9. Urèete gra�ckým øe¹ením a výpoètem síly S1 a S2 v obou èástech lana, kterénese sedaèku lanové dráhy podle obr. 53. Je dáno: F = 10 kN ; l1 = 3 m ;l2 = 1 m ; h = 0;5 m :
l1 l2hS1 S2FObr. 53	

AC D B
sa� FGObr. 54
10. Homogenní tyè AB je podle obr. 54 jedním koncem opøena o dokonale hlad-kou stìnu a druhým koncem zavì¹ena na lanì BC . Vypoètìte jaká vzdá-lenost jAC j = s pøíslu¹í rovnová¾né poloze soustavy. Urèete rovnì¾ sílu Sv lanì a reakci R stìny v bodì A. Je dáno: délka tyèe jAB j = a = 4 m ;� = 45�; FG = 100 N :11. Jakou sílu musíme vyvinout, abychompøekulili válec o hmotnosti m a o polo-mìru r pøes pøeká¾ku vý¹ku h (h < r)podle obr. 55. h O rmFObr. 55
�12. Jakou silou S musíme táhnout za lano, abychom v tíhovém poli udr¾eli rov-nováhu pøímé homogenní tyèe zanedbatelné tlou¹»ky o hmotnostim = 20 kgopøené spodním koncem A o drsnou podlahu podle obr. 56. Øe¹te gra�cky.Zkontrolujte zda nedojde k prokluzu tyèe, je-li souèinitel smykového tøeníf = 0; 4 :13. Mìjme soustavu dvou spøa¾ených kyvadel, která se v tíhovém poli nachá-38



zejí v rovnová¾né poloze podle obr. 57. Bodová hmotnost m1 je neznámá,m2 = 5 kg ; hmotnost ramen a hmotnost vlákna je zanedbatelná. Urèetehmotnost m1 a sílu S napínající v rovnová¾né poloze vlákno uchycené v bo-dech A, B kyvadel.
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B Cy
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Obr. 56
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300 600A B
Obr. 57�14. Vypoètìte reakce tuhých nosníkù zanedbatelné hmotnosti a zatí¾ené obecnìzadanými silami podle obr. 58 a 59.A BF1 F2a1 a2 l �Obr. 58�

A a lF FObr. 59�15. Urèete reakce homogenního nosníku{jeøábové dráhy{nesoucí jeøáb o hmot-nosti m1 = 4000 kg se zavì¹eným bøemenem o hmotnosti m2 = 2000 kg(obr. 60). Poloha tì¾i¹tì T nezatí¾eného jeøábu je vyznaèena. Hmotnostjeøábové dráhy m3 = 2000 kg : Pro jednoduchost uva¾ujte g = 10 m�s�2 :16. Urèete reakce v prutech 1, 2, 3 soustavy podle obr. 61. Je dáno F = 200 N ;FG = 500 N : 39
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Obr. 62�
Èlovìk o hmotnosti m vystupuje po ¾eb-øíku (uva¾ujte, ¾e se ¾ebøíku dotýká bo-dovì). ®ebøík v bodì A stojí na vodorovnédrsné podlo¾ce, s ní¾ má koe�cient smyko-vého tøení f a v bodì B se dotýká svislédokonale hladké stìny, s ní¾ svírá úhel �(obr. 62). ®ebøík má délku l a zanedba-telnou hmotnost. Urèete reakce v bodechA, B pro pøípad obecné polohy èlovìka vevzdálenosti � od bodu A. Jaká podmínkamusí platit pro souèinitel f ; aby nedo¹lok prokluzu ¾ebøíku po podlaze v ¾ádné po-loze èlovìka?18. Na obr. 63 je znázornìna brzda k mìøení výkonu motoru. Síla F pùsobíprostøednictvím páky a ¹palíku na buben o polomìru r ; který se otáèí úh-lovou rychlostí ! : Koe�cient smykového tøení mezi bubnem a ¹palíkem jef : Vypoètìte reakci v bodì A a výkon P motoru.19. Na obr. 64 je schéma zatì¾ovacího zaøízení. Gra�cky urèete síly S1 a¾ S7v prutech a síly, kterými je stlaèována krychle pøi dané vnìj¹í síle o velikostiF = 50 kN :20. Je dán pøíhradový nosník podle obr. 65 zatí¾ený ve styèníku II. silou o ve-likosti F = 80 kN : Gra�ckým postupem urèete:a) Reakce v podporách A, B .b) Velikost a smìr sil v prutech 1 a¾ 5.40
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Obr. 64�
A B2 m 4 m 2 mIII1 452 3

F� Obr. 6521. Prutová soustava mostního jeøábu podle obr. 66 je zatí¾ena ve styèníku Csilou F, její¾ velikost je F = 60 kN a její¾ nositelka je kolmá na spojnici styè-níkù A, B . Prutová soustava je vytvoøena jako soustava pìti rovnostrannýchtrojúhelníkù, ka¾dý o základnì 3,00 m. Urèete gra�ckým postupem:a) Reakce RA ; RA v podporách.b) Velikost a smìr sil v prutech 1 a¾ 11.A BC F
3 m1 3 5 7 9 114 8
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Obr. 66�41



Výsledky úloh1. Mv = 666 N�m ; Fv = 291 N2. Fv = 27;1 N ; �v = 47�300 ; xv = �4;175 m3. Fv = 60 N ; xv = 27 mm4. xT = 5;2 m5. a) xT = 24 mm ; yT = 58 mmb) xT = 38 mm ; yT = 62 mmc) xT = 50 mm ; yT = 29;7 mmd) xT = 1;19r ; yT = 0 mm6. xT = 29;5 mm ; yT = 36;1 mm9. S1 = 13;6 kN ; S2 = 15;5 kN10. Jde o rovnováhu tøí sil: F ; S ; R : Proto¾e R musí být kolmá ke stìnì (tøeníje nulové), musí nositelky tìchto sil procházet bodem D, le¾ícím ve støeduúseèky BC . Paks = a cos� = 2;83 m ; R = FG tg�2 = 50 N ;S =qR2 + F 2G = 112 N :11. Z rovnováhy momentu sil k bodu O jeF = mgp2rh� h2r � h :12. Jde o rovnováhu tøí sil. Síla v lanì vychází o velikosti S = 183 N : Abynedo¹lo k proklouznutí, musí být RAyf > RAx : Vychází RAyf = 129 N ;RAx = 127 N a k proklouznutí tedy nedojde.13. Výpoètem z podmínek rovnováhy m1 = 7;73 kg ; S = 36;8 N :14. Nosník z obr. 58: Reakce RB má smìr kolmý k podlo¾ce podpory B .RAx = (a1F1 + a2F2) tg�l ; RAy = F1 + F2 � a1F1 + a2F2l ;42



RB = a1F1 + a2F2l cos� :Nosník z obr. 59: R = 0 ; MR = (a� l)F :15. RA = 44 kN ; RB = 36 kN :16. R1 = R3 = 150 N ; R2 = 707 N :17. RAy = mg ; RAx = RB = mg�l tg� ; f � tg� :18. RAx = F fla+ fb ; RAy = F � la+ fb � 1� ;P = F !flra+ fb :19. Postupnì øe¹íme rovnováhu tøí sil v kloubech A, B, C, D. Je S1 = S2 = S3 == S4 = 70 kN : To jsou souèasnì síly, kterými je stlaèována krychle. DáleS5 = S6 = S7 = 50 kN :20. a) RA = 53;3 kN ; RB = 26;7 kN ;b) S1 = 75;5 kN (tlak) ; S2 = S4 = 53;0 kN (tah) ;S3 = 59;0 kN (tlak) ; S5 = 80;0kN (tah) :21. Viz obr. 67.prut 1 2 3 4 5 6zatí¾./kN 23,2 �11,6 �23,2 23,2 23,2 �34,8prut 7 8 9 10 11zatí¾./kN �23,2 46,4 �46,4 �23,2 46,4
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3,0 m2 6 1060� 60�1 3 5 7 9 114 867 5 43 1RA289 11 RB10 F FRBRA
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dispozice: 10 mm b=1 msilový obrazec: 1 mm b=1;5 kN dáno: F = 60 kNøe¹ením|reakce:RA = 20 kN ; RB = 40 kNObr. 67��
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