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1 Úvod. Teplotní stupniceZmìny teploty ovlivòují výraznì hodnoty vìt¹iny velièin, které popisují vlast-nosti fyzikálních tìles. V tomto studijním textu se zamìøíme na ty teplotnízávislosti, které se nejèastìji vyu¾ívají v pøístrojích pro mìøení teploty { teplo-mìrech.V praxi se nejèastìji vyskytují teplomìry dilataèní zalo¾ené na objemovérozta¾nosti kapalin a na délkové rozta¾nosti pevných látek, teplomìry elek-trické { odporové, termoèlánkové, polovodièové { a pyrometry ve kterýchse uplatòují zákony zákony tepelného záøení. Dilataèní a elektrické teplomìrypracují jako teplomìry dotykové, které musíme umístit tak, aby mezi teplo-mìrem a tìlesem, jeho¾ teplotu chceme mìøit, nastala v dùsledku tepelné vý-mìny termodynamická rovnováha, pøi které má mìøené tìleso a teplomìrstejnou teplotu. Pyrometry jsou teplomìry bezdotykové, které zachycují avyhodnocují urèitou èást záøení vystupujícího z místa, jeho¾ teplotu mìøíme,Pro jednotné urèování teploty bylo nutno úèelnì zavést teplotní stupnicitak, abya) fyzikální zákony, ve kterých se vyskytuje teplota byly vyjádøeny co nej-jednodu¹eji,b) teplotní mìøení se dalo co nejlépe realizovat.Prvnímu po¾adavku nejlépe vyhovuje termodynamická teplotní stupnice,kterou v r. 1852 de�noval W. Thomson { lord Kelvin. Vy¹el ze vztahu pro vý-poèet úèinnosti ideálního vratného Carnotova stroje a velikost dílkù stupnicezvolil stejnou, jako u Celsiovy þstodílkové stupniceÿ zavedené u¾ v r. 1750 adodnes bì¾nì pou¾ívané v celé Evropì. Toho dosáhl tak, ¾e trojnému bodu vody(rovnová¾nému stavu vody, ledu a vodní páry), kterému odpovídá Celsiova tep-lota 0;01 �C, pøiøadil termodynamickou teplotu 273;16 K. Mezi èíselnými hod-notami Celsiovy teploty t a termodynamické teploty T platí tedy jednoduchývztah: fTg = ftg+ 273;15 : (1)Nula termodynamické teplotní stupnice pøedstavuje dolní mez dosa¾itelnýchteplot.Carnotùv stroj se nedá prakticky sestrojit. Proto se pøi realizaci termody-namické teplotní stupnice vychází z vlastností ideálního plynu a jako základníteplomìrný pøístroj se pou¾ívá plynový teplomìr, jeho¾ zjednodu¹ené schémaje na obr. 1.1. Nádobka vyrobená z kovu s co nejmen¹í tepelnou rozta¾ností jenaplnìna plynem, umístìná do mìøeného prostoru a pøipojena ke rtu»ovémutlakomìru. Tlak ideálního plynu v uzavøené nádobì stálého objemu jepøímo úmìrný jeho termodynamické teplotì. Jestli¾e pøi zmìnách tep-loty mìníme vý¹ku pomocné nádobky se rtutí tak, aby rtu» stále dosahovala2



k ústí kapiláry zakonèující nádobku s plynem, je termodynamická teplota Tplynu úmìrná vý¹ce h rtu»ového sloupce tlakomìru. Platípp3 = hh3 = T273;16 K ; (2)kde p3 je tlak plynu pøi teplotì trojného bodu vody a h3 je pøíslu¹ná vý¹kasloupce. Hodnoty namìøené pomocí skuteèného plynu (vodíku, helia, aj.), kte-rým je teplomìr naplnìn, je nutno korigovat. Musí se pøihlí¾et i k nepatrnýmzmìnám objemu nádobky s plynem.
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Obr. 1.1 Obr. 1.2Obecnì platí, ¾e pøi men¹ím výchozím tlaku p3 je mìøení pøesnìj¹í a ménìzávisí na pou¾itém plynu. Na obr. 1.2 jsou zakresleny výsledky, ke kterýmdojdeme pøi mìøení teploty varu vody za normálního tlaku pomocí plynovéhoteplomìru s rùznými plyny a rùznou volbou tlaku p3. Nezávisle na pou¾itémplynu se namìøená hodnota pøi klesajícím p3 blí¾í k správné hodnotì 373;16 K.Z mìøení plynovým teplomìrem, ve kterém je teplomìrnou látkou reálnýplyn mù¾eme tedy urèit termodynamickou teplotu u¾itím vztahuT = 273;16 K � limp3!0 pp3 : (3)Plynový teplomìr se pro bì¾ná teplotní mìøení nehodí. U¾ívá se ve speciálníchlaboratoøích pøi urèování základních bodù Mezinárodní teplotní stupnice.Ta je základem v¹ech praktických mìøení teploty.3



Dnes platná Mezinárodní teplotní stupnice ITS 90 byla pøijata Mezi-národním výborem pro míry a váhy v roce 1989. Je de�nována pomocí 14 zá-kladních a 9 pomocných bodù a øady pøedpisù, jak pøesnì mìøit teplotu mezitìmito body. Podrobnìj¹í informace o této stupnici jsou uvedeny v MFCh ta-bulkách [11]. Stupnice ITS 90 je s dnes dosa¾itelnou pøesností shodná s termo-dynamickou stupnicí a slou¾í k její pøesné realizaci.Kromì termodynamické a Celsiovy teplotní stupnice se pou¾ívají, zvlá¹tìv Anglii a USA, Fahrenheitova stupnice a od ní odvozenáRankinova stup-nice. Fahrenheit okolo r. 1720 zvolil pro své rtu»ové teplomìry tøi základníteploty: teplotì chladicí smìsi ledu a salmiaku pøiøadil nulu, teplotì tání ledupøiøadil 32 stupòù a teplotì zdravého lidského tìla 96 stupòù. Teplota varuvody na Fahrenheitovì stupnici je 212 stupòù. se dodnes pou¾ívá v Anglii aUSA. Její jednotka se znaèí �F. Mezi Celsiovou a Fahrenheitovou teplotou platívztahy: ftFg = 95ftCg+ 32 ; ftCg = 59 (ftFg � 32) : (4)Rankinova stupnice má stejnì velké dílky jako stupnice Fahrenheitova, alezaèíná od absolutní nuly. Její jednotka se znaèí �R. Mezi termodynamickou aRankinovou teplotou platí vztah:fTRg = 95fTg : (5)Pøehled v¹ech ètyøech uvedených teplotních stupnic je na obr. 1.3:Kelvin Celsius Fahrenheit Rankine
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Úlohy1. Kniha R. Bredburyho má název þ451 �Fÿ. O jakou teplotu ve �C se jedná?2. Pøi teplotì 25;0 �C byl rtu»ový sloupec plynového teplomìru vysoký210;0 mm. Jakou vý¹ku namìøíme pøi 100 �C?

5



2 Teplotní závislosti fyzikálních velièin2.1 Teplotní rozta¾nost pevných látekTeplotní délkovou rozta¾nost pevných látek studujeme pomocí dilatome-trù. Jednoduché provedení takového pøístroje vidíme na obr. 2.1. Trubka zezkoumaného materiálu je na jednom konci upevnìna a na druhém konci opat-øena zará¾kou, která se opírá do snímací tyèky indikátoru, na jeho¾ stupnicimù¾eme sledovat zmìny délky tyèe s pøesností na 0,01 mm. Trubkou protékávoda, její¾ teploty t0 pøed trubkou a t00 za trubkou mìøíme dvìma teplomìry.Teplotu trubky urèíme jako t = (t0 + t00)=2.
lt0 t00
Obr. 2.1Délkové zmìny trubek a tyèí zpùsobené zmìnou teploty jsou v¾dy nepatrnéve srovnání s jejich celkovou délkou. Mìøením zjistíme, ¾e v teplotním intervalunìkolika desítek �C se délka trubky s rostoucí teplotou zvìt¹uje témìø pøesnì li-neárnì. Jestli¾e pøi urèité výchozí teplotì t1 nastavíme zará¾ku do vzdálenosti l1od upevnìného konce trubky a teplotu trubky zvìt¹íme z t1 na t, zmìní se idélka trubky z l1 na l. Zmìna délky trubky �l = l� l1 je pøímo úmìrná zmìnìteploty �t = t � t1, ale také zvolené pùvodní délce l1. (Trubka dvojnásobnédélky by se prodlou¾ila o dvojnásobek.) To vyjádøíme vztahem�l = �l1(t� t1) = �l1�t ; (6)kde � je teplotní souèinitel délkové rozta¾nosti materiálu trubky provzta¾nou teplotu t1. Z výsledkù mìøení dilatometrem jej urèíme jako� = 1l1 � l � l1t� t1 = 1l1 � �l�t ; [�] = K�1 : (7)Závislost délky trubky nebo tyèe na teplotì vyjadøuje vztahl = l1 + �l1(t� t1) = l1[1 + �(t� t1)] = l1(1 + ��t) : (8)6



Teplotní souèinitele délkové rozta¾nosti nìkterých pevných látek pro vzta¾-nou teplotu 20 �C jsou uvedeny v následující tabulce:Látka �10�6 K�1ocel 12hliník 23,8mosaz (62 % Cu, 38 % Zn) 18invar (64 % Fe, 36 % Ni) 2sklo pro teplomìry 8,3sklo SIMAX 3,7sklo køemenné 0,6Pøíklad 1Ocelovým pásmem, které mìøí pøesnì pøi 20 �C byla pøi teplotì 35 �Cnamìøena délka 5;825 m. Jak musíme opravit namìøenou hodnotu?Øe¹eníÚsek pásma, který mìl pøi teplotì t1 = 20 �C délku l1 = 5;825 m, se pøizahøátí na teplotu t = 35 �C prodlou¾il o�l = �l1�t = 12 � 10�6 K�1 � 5;825 m � 15 K = 1;05 � 10�3 m :Oprava tedy ovlivní jen poslední cifru namìøené hodnoty. Správná délka je5;826 m.Teplotní souèinitele délkové rozta¾nosti pevných látek pro vzta¾nou tep-lotu 0 �C jsou prakticky stejné jako pøi teplotì 20 �C. Zvolíme-li vzta¾nouteplotu t0 = 0 �C, zjednodu¹í se vztah (8) nal = l0[1 + �(t� t0)] = l0(1 + �t) ; (9)kde l0 je délka pøi teplotì 0 �C.Teplotní objemová rozta¾nost pevných tìles souvisí jednodu¹e s roz-ta¾ností délkovou. Rozmìry izotropních pevných tìles se v závislosti na teplotìmìní ve v¹ech smìrech stejnì { podle vztahu (8), resp. (9). Krychle, její¾ hranamá pøi vzta¾né teplotì t1 délku a1, má tedy pøi teplotì t objemV = a3 = a31[1 + �(t� t1)]3 = a31(1 + ��t)3 = V1(1 + ��t)3 : (10)Obdobnì závisí na teplotì i objemy tìles jiného tvaru a také objemy nádob.Dutina nádoby se pøi zahøátí nebo ochlazení mìní, jako kdyby byla vyplnìnamateriálem, ze kterého je nádoba vyrobena.7



Vzhledem k tomu, ¾e v¾dy platí ��t� 1, mù¾eme s dostateènou pøesnostípou¾ít aproximaci (1 + ��t)3 � 1 + 3��t : (11)a závislost objemu pevného tìlesa na teplotì a zmìnu objemu pøi zmìnì teplotyvyjádøit ve tvaruV = V1(1 + 3��t) = V1(1 + ��t) ; �V = V � V1 = V1��t : (12)Koe�cient � = 3� nazýváme teplotní souèinitel objemové rozta¾nosti provzta¾nou teplotu t1. Zvolíme-li za vzta¾nou teplotu t0 = 0 �C, platíV = V0(1 + 3�t) = V0(1 + �t) ; (13)kde V0 je objem tìlesa (pøíp. dutiny) pøi teplotì 0 �C.Také závislost hustoty pevné látky na teplotì je v nepøíli¹ velkémintervalu teplot prakticky lineární. Platí 1=(1 + ��t) � 1� ��t,% = mV = mV1(1 + ��t) = %11 + ��t � %1(1� ��t) ; (14)kde %1 je hustota látky pøi vzta¾né teplotì t1. Vyjdeme-li ze vztahu (13), do-staneme % = mV0(1 + �t) � %0(1� �t) ; (15)kde %0 je hustota látky pøi teplotì 0 �C.Oprávnìnost pou¾ití aproximaèních vztahù(1 + x)3 � 1 + 3x , 1=(1 + x) � 1� xpro x� 1 ilustruje následující tabulka:x (1 + x)3 1 + 3x 1=(1 + x) 1� x0,0001 1,000300030 1,0003 0,999900010 0,99990,0003 1,000900270 1,0009 0,999700090 0.99970,001 1,003003001 1,003 0,999000999 0,9990,003 1,009027027 1,009 0,997008973 0.9970,01 1,030301 1,03 0,990099010 0,99Studium teplotní délkové rozta¾nosti ve velkém teplotním rozsahu umo¾òujedilatometr, jeho¾ zjednodu¹ené schéma je na obr. 2.2. Mìøený vzorek ve tvarutyèinky je vlo¾en do trubice z køemenného skla, která je zasunuta do elektricképícky. Zmìny délky vzorku pøi zahøátí se pøená¹ení tyèinkou z køemenného sklado pøesného indukèního snímaèe polohy, kde zpùsobují pohyb feritového jádra8



uvnitø cívky. Teplotu vzorku snímá termoèlánek umístìný v jeho tìsné blízkosti.Nahradíme-li pícku chladièem s kapalným dusíkem, je mo¾no provádìt mìøeníhluboko pod 0 �C.
Obr. 2.2Z grafù na obr. 2.3 je zøejmé, ¾e ve velkém teplotním intervalu ji¾ nemù¾emezávislost délky na teplotì pova¾ovat za lineární. Pøi teplotách blízkých absolutnínule se délka témìø nemìní a pøi teplotách nìkolika set �C se naopak mìnírychleji ne¾ v okolí 0 �C. Nejvìt¹í odchylky od lineárního prùbìhu se objevujípøi teplotách, pøi kterých dochází k podstatným zmìnám vnitøní strukturylátek (rekrystalizace, u amorfních látek mìknutí).
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Obr. 2.3. Teplotní závislost relativního prodlou¾ení rùzných ma-teriálù pøi vzta¾né teplotì 20 �C: a) køemenné sklo,b) sklo SIMAX, c) polykrystalický korund, d) platina,e) ocel, f) hliník 9



Rozdíly v délkové rozta¾nosti rùzných kovù se vyu¾ívá k mìøení a regulaciteploty pomocí bimetalových (dvojkovových) páskù, které pøi zmìnách teplotymìní tvar (obr. 2.4). Pohyb konce pásku se pøená¹í na ukazatel teplomìru, nebose jím ovládá spínaè elektrického proudu (napøíklad v elektrické ¾ehlièce);

Obr. 2.4Úloha3. Tyèový regulátor teploty v elektrickém boileru je opatøen mosaznou trubkoudlouhou 30 cm, ve které je zasunut invarový drát pøibli¾nì stejné délky.Trubka a drát jsou na jednom konci spojeny. Ochladí-li se voda v boileru,trubka se zkrátí více ne¾ drát, jeho¾ volný konec se proto vysune z trubkya sepne citlivý spínaè v obvodu topného tìlesa. Pøi zahøátí se naopak drátzasune do trubky a spínaè se rozepne. Porovnejte prodlou¾ení trubky adrátu pøi ohøátí z 50 �C, kdy do¹lo k sepnutí proudu, na 70 �C, kdy bylproud pøeru¹en.
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2.2 Teplotní rozta¾nost kapalinU kapalin má smysl vy¹etøovat pouze objemovou rozta¾-nost. K tomu slou¾í kapilární dilatometr (obr. 2.5) vyrobenýze skla s malým teplotním souèinitelem objemové rozta¾nosti �s.Na dilatometru je vyznaèen objem nádobky V1 pøi urèité vzta¾néteplotì t1 a tato teplota. Pro ni je také kalibrována objemovástupnice kapiláry dilatometru. Je-li dilatometr pøi nìjaké teplotì tnaplnìn mìøenou kapalinou tak, ¾e její hladina dosahuje nad dolníkonec stupnice kapiláry, urèíme objem kapaliny pøi dané teplotìtakto: Na stupnici odeèteme objem Vk, který by mìla zaplnìnáèást kapiláry pøi teplotì t1. Objem mìøené kapaliny pøi teplotì tje V = (V1 + Vk)[1 + �s(t� t1)] : (16)Pøi mìøení závislosti objemu na teplotì ponoøíme dilatometr doláznì, zvolna mìníme její teplotu, sledujeme, jak se mìní ob-jem Vk, a podle vztahu (16) dopoèítáváme objem kapaliny.S rostoucí teplotou se obvykle objem kapaliny zvìt¹uje. Vý-jimkou je anomálie vody , u které se v intervalu od 0 �C do 4 �Cs rostoucí teplotou objem zmen¹uje. V malém teplotním intervaluokolo zvolené vzta¾né teploty t1 mù¾eme vìt¹inou dosti pøesnìpopsat závislost objemu urèitého mno¾ství kapaliny na teplotì li-neárním vztahem Obr. 2.5V = V1[1 + �(t� t1)] ; (17)který jsme poznali u¾ u pevných látek. Teplotní souèinitele objemové rozta¾-nosti nìkterých kapalin pro vzta¾nou teplotu 20 �C jsou uvedeny v následujícítabulce. Jsou vesmìs podstatnì vìt¹í ne¾ u pevných látek.Látka �10�6 K�1aceton 1490etylalkohol 1100voda 207rtu» 182Pøíklad 2Dilatometr, na kterém je vyznaèen objem V1 = 100 cm3 a vzta¾ná teplotat1 = 20 �C, je vyroben ze skla SIMAX, jeho¾ teplotní souèinitel délkové roz-ta¾nosti je �s = 3;7 � 10�6 K�1. Pøi teplotì t2 = 26 �C byl naplnìn mìøenoukapalinou a na stupnici kapiláry byl odeèten objem Vk2 = 0;3 cm3. Po zvìt¹ení11



teploty na t3 = 61 �C byl na stupnici kapiláry odeèten objem Vk3 = 5;6 cm3.Urèete teplotní souèinitel objemové rozta¾nosti mìøené kapaliny �.Øe¹eníTeplotní souèinitel objemové rozta¾nosti skla je �s = 3�s = 11;1 �10�6 K�1.Podle vzorce (16) vypoèítáme objemy kapaliny pøi teplotách t2 a t3:V2 = 100;30668 cm3 ; V3 = 105;64806 cm3:Platí: V2 = V 01 [1 + �(t2 � t1)] ; V3 = V 01 [1 + �(t3 � t1)] ;kde V 01 je objem mìøené kapaliny pøi teplotì t1. Úpravou dostaneme:V2V3 = 1 + �(t2 � t1)1 + �(t3 � t1) ; � = V3 � V2V2(t3 � t1)� V3(t2 � t1) = 1;54 � 10�3 K�1 :Zjednodu¹ené øe¹eníZanedbáme-li teplotní rozta¾nost samotné kapiláry, mù¾eme napsat�Vk = Vk3 � Vk2 = V1��t� V1�s�t = V1(� � �s)(t3 � t2) ;� = Vk3 � Vk2V1(t3 � t2) = 1;51 � 10�3 K�1 :Oba výsledky se v mezích pøesnosti mìøení shodují. Mìøená kapalina má tep-lotní souèinitel objemové rozta¾nosti � � 1;5 � 10�3 K�1.Chceme-li dostateènì pøesnì popsat závislost objemu kapaliny na teplotì vevìt¹ím teplotním intervalu, musíme pou¾ít kvadratickou nebo kubickou funkci:V = V1[1 + �1�t+ �2(�t)2] ; V = V1[1 + �1�t+ �2(�t)2 + �3(�t)3] :Vypoèítat koe�cienty �1, �2, : : : z tabulky namìøených hodnot se nauèímev praktických úlohách uvedených ve 3. kapitole.Úloha4. Teplomìr vyrobený ze skla o teplotním souèiniteli délkové rozta¾nosti� = 8;3 � 10�6 K�1 má stupnici od 0 �C do 100 �C dlouhou 19 cm. Jehonádobka se rtutí má objem 90 mm3. Urèete prùøez jeho kapiláry. Postupujtepodobnì jako ve zjednodu¹eném øe¹ení pøíkladu 2.
12



2.3 Teplotní závislosti elektrických velièinPro mìøení teplotních závislostí elektrických velièin se pou¾ívají termostaty ,ve kterých lze spolehlivì regulovat a udr¾ovat stálé teploty. V kapalinovémtermostatu, jeho¾ schéma je na obr. 2.6, mù¾eme podle druhu pou¾ité ka-paliny (methylalkohol, voda, olej aj.) udr¾ovat teplotu v rozmezí �60 �C a¾300 �C. Teplotu vy¹¹í ne¾ je teplota laboratoøe dosáhneme pomocí topnéhotìlesa, teploty ni¾¹í pomocí chladicí tekutiny protékající mìdìnou spirálovoutrubkou. Termostaty upravené pro práci s nízkými teplotami se nazývají kry-ostaty . V nich se teplota reguluje odpaøováním zkapalnìných plynù { dusíku,helia.
123 4 5 6

78 Obr. 2.6 Kapalinový termostat:1 tepelná isolace stìn,2 topné tìleso,3 míchaèka,4 mìdìná trubice,5 èidlo regulátoru,6 zku¹ební prostor,7 pøesný teplomìr,8 termostatická lázeò
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2.3.1 Elektrický odpor kovových vodièùHlavní pøíèinou elektrického odporu èistých kovù je tepelný pohyb iontù krys-talové møí¾e. Rezistivita (mìrný elektrický odpor) èistých kovù proto znaènìzávisí na teplotì. Velmi pøibli¾nì se dá øíci, ¾e je pøímo úmìrná absolutní tep-lotì, jak vidíme na obr. 2.7, kde je graf závislosti rezistivity na absolutní teplotìpro mìï. V blízkosti absolutní nuly se graf odchyluje od lineárního prùbìhu au nìkterých kovù a slitin mù¾e dokonce dojít k pøechodu do supravodivéhostavu, napøíklad u olova pøi teplotì 7;2 K (obr. 2.8).
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Obr. 2.7 Obr. 2.8Pøi teplotách blízkých teplotì laboratoøe mù¾eme závislost elektrického od-poru R a rezistivity % èistých kovù na teplotì pova¾ovat za lineární a vyjádøitji pomocí vztahùR = R1[1 + �(t� t1)] ; % = %1[1 + �(t� t1)] ; (18)kde R1 a %1 jsou odpor a rezistivita pøi vzta¾né teplotì t1 a� = 1R1 � R�R1t� t1 = 1R1 � �R�t (19)je teplotní souèinitel elektrického odporu pro vzta¾nou teplotu t1. Jeho hodnotaje závislá na volbì vzta¾né teploty.Zvolíme-li za vzta¾nou teplotu 0 �C, platíR = R0(1 + �t) ; % = %0(1 + �t) : (20)Hodnoty % a � nìkterých èistých kovù a odporových slitin pro vzta¾nou teplotu0 �C jsou uvedeny v následující tabulce:14



Látka %10�8 
�m �10�3 K�1mìï 1,56 4,33hliník 2,45 4,5wolfram 4,89 4,83platina 9,81 3,92konstantan(55% Cu, 44% Ni, 1% Mn) 49 0,04manganin(86% Cu, 12% Mn, 2% Ni) 43 �0;01U slitin pro výrobu technických rezistorù, jsou hlavní pøíèinou elektric-kého odporu nepravidelnosti krystalové møí¾e. Závislost rezistivity na teplotìje malá, co¾ potvrzují malé hodnoty teplotního souèinitele odporu.Pøíklad 3Mìdìné vinutí elektromotoru mìlo pøed pøipojením ke zdroji pøi teplotì25 �C odpor 15;3 
. Bìhem provozu se odpor vinutí zvìt¹il na 18;7 
. Jak sezmìnila jeho teplota?Øe¹eníOznaème t0, t00 poèáteèní a koneènou teplotu vinutí a R0, R00 pøíslu¹né od-pory. PlatíR0 = R0(1 + �t0) ; R00 = R0(1 + �t00) ; R00R0 = 1 + �t001 + �t0 ;t00 = R00R0 (1 + �t0)� 1� = 18;7 
15;3 
(1 + 4;33 � 10�3 K�1 � 25 �C)� 14;33 � 10�3 K�1 = 82 �C :Pøesné mìøení teploty podle Mezinárodní teplotní stupnice ITS 90 v in-tervalu od 13;8033 K (trojný bod rovnová¾ného vodíku) do 981;78 �C (bodtuhnutí støíbra) se provádí platinovým odporovým teplomìrem. Zde ji¾ nevy-staèíme s lineární funkcí (20). Pro t > 0 �C lze dostateèné pøesnosti dosáhnoutu¾itím vztahu R = R0[1 + �1t+ �2t2] ;kde �1 = 3;90802 � 10�3 K�1; �2 = �5;802 � 10�7 K�2 :
15



2.3.2 Elektrický odpor termistorù NTCTermistory NTC (se záporným teplotním souèinitelem odporu) jsou polovodi-èové souèástky, které se vyrábìjí tzv. prá¹kovou technologií ze smìsi oxidù kovù(napø. Fe2O3 +TiO2, MnO + CoO apod.). Po vylisování do vhodného tvaru(destièka, tyèinka) a vypálení se opatøí drátovými vývody. Podle provedení sedají vyu¾ít k mìøení a regulaci teploty v intervalu bì¾ných teplot �50 �C a¾150 �C nebo také v extrémnì velkém intervalu od 4;2 K do 1000 �C.U termistorù NTC se uplatòuje vlastní vodivost polovodièe. S rostoucí tep-lotou roste koncentrace volných nosièù náboje { elektronù a dìr { a elektrickýodpor se zmen¹uje. V intervalu bì¾ných teplot mù¾eme závislost odporu nateplotì dosti pøesnì vyjádøit vztahemR = AeBT ; (21)kde A je konstanta závislá na rozmìrech a materiálu, B je konstanta závislápouze na materiálu souèástky. V praxi se èasto pou¾ívá upravený vztahR = Ae B298;15K � e�BT � B298;15K� = R25e�BT � B298;15K� ; (22)kde R25 je odpor pøi teplotì 25 �C, tzv. jmenovitý odpor termistoru. Vyrábìnétermistory mají 1 
 � R25 � 1 M
 a 1500 K < B < 7000 K.Závislost odporu na teplotì je znaènì nelineární a teplotní souèinitel od-poru � pro urèitou absolutní vzta¾nou teplotu T musíme proto poèítat pomocíupraveného vzorce (19) jako� = 1R � lim�T!0 �R�T = 1R � dRdT = 1AeBT � AeBT �� BT 2� = � BT 2 (23)
100 200300R


t�C-100 0 100 200 300
ab

Obr. 2.9. Závislost odporu na teplotì a) u standardního platinového odporo-vého èidla R0 = 100 
, b) u termistoru B = 2000 K, R25 = 100 
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2.3.3 Mìøicí obvody odporových snímaèù teplotyOdporové snímaèe teploty se nejèastìji pou¾ívají v mùstkovém zapojení nebov obvodu s konstantním zdrojem proudu.Mùstek na obr. 2.10a je vyvá¾en a na jeho výstupu je nulové napìtí pøiteplotì, pøi které platí RtR1 = R2R3 : (24)Zmìníme-li teplotu èidla, na výstupu se objeví napìtí závislé na zmìnì teploty.To pøivádíme buï pøímo na mìøicí pøístroj opatøený stupnicí teploty, nebo naelektronické obvody k dal¹ímu zpracování.Pøivedeme-li na odporové èidlo stálý proud podle obr. 2.10b, získáme napìtípøímo úmìrné odporu èidla. Stejným zpùsobem, jako se v závislosti na teplotìmìní odpor èidla, mìní se tedy i výstupní napìtí obvodu, které dále elektronickyzpracujeme.Proud I procházející odporovým èidlem musí být tak malý, aby elektrickýpøíkon èidla P = RtI2 zpùsobil jen zanedbatelné zahøátí. U ka¾dého èidla udávávýrobce zatì¾ovací konstantu D, èíselnì rovnou pøíkonu, který zpùsobí ohøátío �t = 1 K nad teplotu okolí. Chybu zpùsobenou zahøátím èidla procházejícímproudem urèíme jako �t = RtI2D : (25)Napøíklad termistor o zatì¾ovací konstantì D = 12 mW=K a odporu 100 
 seproudem 10 mA ohøeje nad teplotu okolí o 0;8 K, proudem 1 mA jen o 0;008 K.
Obr. 2.10

zdrojkonst.prouduRt Rt UUR1R2 R3a) b)
17



2.3.4 Pøechod PN jako èidlo teplotyJako èidlo teploty mù¾eme pou¾ít obyèejnou køemíko-vou diodu nebo tzv. tranzistorovou diodu, která vzniknez tranzistoru spojením kolektoru s bází (obr. 2.11). Prù-bìh voltampérové charakteristiky diody zapojené v pro-pustném smìru, závisí na teplotì pøechodu PN. S rostoucíteplotou pøechodu se posouvá k ni¾¹ím hodnotám napìtí(obr. 2.12). Pøipojíme-li diodu ke zdroji stálého proudu, jenapìtí na diodì lineární funkcí teploty (obr. 2.13), kteroumù¾eme vyjádøit ve tvaruU = U0 �At ; (26)
II
I UU

U
Obr. 2.11kde U0 je napìtí pøi teplotì 0 �C a koe�cient Amá hodnotu v rozmezí 2;0 mV=Ka¾ 2;5 mV=K. Tranzistorovou diodou se budeme podrobnìji zabývat v pøí-kladu 7.Tranzistorové diody jsou základním prvkem integrovaných obvodù pro mì-øení teploty, které slou¾í jako tepelné èidlo v moderních elektrických teplo-mìrech. Výstupní proud takového obvodu v mikroampérech je èíselnì rovenabsolutní teplotì obvodu v Kelvinech.I

U
t UU0 t

I = konst:
Obr. 2.12 Obr. 2.13Lineární závislost napìtí PN pøechodu na teplotì umo¾òuje konstruovatjednoduché elektrické teplomìry i s bì¾nými elektronickými souèástkami.Pøíklad 4Sestrojte elektrický teplomìr s tranzistorovou diodou a dvìma operaènímizesilovaèi podle obr. 2.14. Nastavte jej tak, aby napìtí na voltmetru bylo pøímoúmìrné Celsiovì teplotì a aby hodnotì 100 �C odpovídalo napìtí 10 V. (S vlast-nostmi analogových integrovaných obvodù, které se nazývají operaèní zesilo-vaèe, se mù¾ete podrobnì seznámit ve studijním textu [4].)18



Obr. 2.14
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Princip èinnosti:Tranzistorová dioda je zapojena do vìtve záporné zpìtné vazby invertujícíhooperaèního zesilovaèe. Bude jí procházet stejný proud jako rezistorem R1, tedyI = 15 V=15 k
 = 1 mA :Napìtí u1 na výstupu operaèního zesilovaèe se objeví napìtí pøechodu PN.Pou¾ijeme-li stejný tranzistor jako v pøíkladu 7 a v úloze 6, budeu1 = U0 �At = 0;663 V� 2;19 mVK � t :Druhý operaèní zesilovaè funguje jako souètový invertující zesilovaè. Podle1. Kirchho�ova zákona platí pro proudy pøicházející na jeho invertující vstup:u0R4 = � u1R2 + 15VR3 = �U0R2 + AtR2 + 15VR3 :Nejprve nastavíme R3 tak, ¾e�U0R2 + 15VR3 = 0 ) R3 = 15VU0 R2 = 22;6 k
 :Pak platí u0 = R4R2At :Zbývá nastavit citlivost pøístroje zmìnou odporu R4 tak, ¾eR4R2A = 0;1 V=K ) R4 = 0;1V=K0;00219V=KR2 = 46 k
 :Tím dosáhneme po¾adovaného rozsahu do 100 �C a èíselná hodnota napìtí navýstupu násobená 10 bude rovna èíselné hodnotì mìøené teploty. Pou¾ijeme-lidigitální voltmetr, mù¾eme mìøit i teploty pod 0 �C.19



2.3.5 TermoèlánkyTermoèlánek vznikne spojením dvou vodièù z rùzného materiálu. Umístíme-lispoj do místa s jinou teplotou, ne¾ je teplota volných koncù, vznikne v ter-moèlánku elektromotorické napìtí, které se nazývá termoelektrické napìtí . Promìøení teploty se termoèlánky zapojují podle obr. 2.15. Termoèlánek ve vhod-ném pouzdøe (nìkdy i bez pouzdra) se spojeným koncem umístí do místa, jeho¾teplotu t mìøíme a volné konce se pøipojí pomocí prodlu¾ovacího vedení ze stej-ných materiálù ke srovnávacím spojùm do místa, které má srovnávací teplotu ts.Od srovnávacích spojù pokraèuje bì¾né spojovací vedení z mìdìných vodièù,na jeho¾ konec je pøipojeno mìøidlo termoelektrického napìtí nebo elektronickéobvody pro jeho vyhodnocení.mìøicíspojt tssrovnávacíspoje mìøidlotermoèlánek prodlu¾ovacívedení spojovacívedeníCuCuObr. 2.15Jak je patrné z grafù na obr. 2.16, termoelektrické napìtí je malé, jeho hodnotydosahují nejvý¹e desítek milivoltù. V teplotním intervalu (0 �C; 100 �C) jetermoelektrické napìtí pøibli¾nì pøímo úmìrné rozdílu teploty t mìøicího spojea teploty ts srovnávacích spojù. Mù¾eme ji vyjádøit ve tvaruU = �(t� ts) : (27)Konstanta úmìrnosti � má u nejèastìji pou¾ívaných termoèlánkù hodnoty uve-dené v následující tabulce:Termoèlánek �=(�V �K�1)Cu { konstantan 42,7Pt { konstantan 52,7NiCr { NiAl 41,0Pt { 10 % Rh/Pt 6,45Pøi praktických mìøeních teploty je nutno udr¾ovat teplotu srovnávacíchspojù konstantní, nebo vliv jejího kolísání vykompenzovat pomocí tzv. kom-penzaèní krabice, její¾ konstrukci znázoròuje obr. 2.17. Uvnitø pouzdra se srov-návacími spoji je do obvodu zapojen mùstek ze tøí teplotnì nezávislých rezistorù20



a jednoho teplotnì závislého rezistoru zhotoveného z mìdìného vodièe. (Srov-nej s obr. 2.10a.) Mùstek je vyvá¾en pøi srovnávací teplotì 0 �C. Pøi jiné teplotìuvnitø pouzdra na jeho vodorovné úhlopøíèce vzniká napìtí o velikosti �ts. Navýstupu za kompenzaèní krabicí je tedy napìtíU = �(t � ts) + �ts = �t :
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Obr. 2.16 Závislost termoelektrického napìtí na teplotì t mìøicího spojepøi teplotì srovnávacích spojù ts = 0 �C u termoèlánkù:a) Pt { 10 % Rh/Pt, b) NiCr { NiAl, c) Fe { konstantan,d) Cu { konstantan

Obr. 2.17
kompenzaèní krabice mìøidlotermoèlánek prodlu¾ovacívedení spojovacívedeníCuCuRCu
21



2.4 Tepelné záøení tìles. Bezdotykové mìøení teplotyV¹echna tìlesa okolo nás vyzaøují tepelné elektromagnetické záøení, pøevá¾nìv infraèervené oblasti spektra v rozmezí vlnových délek od 0;76 �m do 40 �m.Pøi teplotách nad 600 �C (rozpálená plotýnka vaøièe, ¾havé vlákno ¾árovky)vnímáme èást tohoto záøení jako viditelné svìtlo o vlnových délkách 0;4 �m a¾0;76 �m. Vnímáme v¹ak i intenzivnìj¹í infraèervené záøení, napøíklad z rozpá-lených kamen.Podle Stefanova { Boltzmannova zákona tìleso, jeho¾ povrch má plo¹nýobsah S a absolutní teplotu T , vyzaøuje záøivý výkonPe = "�ST 4 ; (28)kde � = 5;67�10�8 W�m�2 �K�4 je Stefanova { Boltzmannova konstanta, stejnápro v¹echna tìlesa, a " je emisivita povrchu (0 < " < 1). Nejvìt¹í emisivitu" = 1 by mìlo dokonale èerné tìleso. Emisivity nìkterých povrchù jsou uvedenyv následující tabulce: 0,99 èerný matový lak, saze0,95 voda, led0,90 støe¹ní lepenka0,75 ocelový plech s okujemi0,25 lesklá ocelU nìkterých látek se emisivita s rostoucí teplotou povrchu mìní, napøíkladu niklu pøi 200 �C je " = 0;37, pøi 600 �C je " = 0;46, u wolframu pøi 1500 �Cje " = 0;23, pøi 2000 �C je " = 0;28.Tìlesa stejnì dobøe vyzaøují, jako pohlcují záøení. Je-li tìleso, jeho¾ povrchmá plo¹ný obsah S, obklopeno prostøedím o absolutní teplotì To, pohlcujezáøivý výkon P 0e = "�ST 4o :Abychom udr¾eli stálou teplotu povrchu T pøi stálé teplotì okolí To < T ,musíme tìlesu dodávat pøíkonP = Pe � Pe0 = "�S(T 4 � T 4o ) : (29)Bezdotykové teplomìry { pyrometry { jsou zalo¾eny na mìøení tepelnéhozáøení, které vystupuje z malé èásti povrchu mìøeného tìlesa. Nejèastìji sepou¾ívají úhrnné radiaèní pyrometry , které vyu¾ívají celou spektrální oblastzáøení. Zjednodu¹ené schéma takového pøístroje je na obr. 2.18.22



B EO M obr. 2.18Záøení pøicházející z mìøeného místa sesoustøedí pomocí dutého zrcadla nebo pomocíèoèky z materiálu, který propou¹tí infraèer-vené záøení na tepelné èidlo B, kde vyvolá tep-lotní rozdíl oproti okolním èástem pøístroje.Jako tepelné èidlo bývá pou¾ita baterie mini-aturních termoèlánkù, jejich¾ zaèernìné mì-øicí konce jsou umístìny v ohnisku zrcadlanebo èoèky a srovnávací konce jsou upevnìnyna obvodu èidla (obr. 2.19). Napìtí z bate-rie vyhodnocují elektronické obvody EO, kterétaké kompenzují vliv vnitøní teploty pøístrojea umo¾òují pøizpùsobit citlivost mìøidla Memisivitì mìøeného povrchu. Obr. 2.19K pøednostem bezdotykovýchmìøidel teploty patøí krátká doba mìøení (1 a¾3 s), zanedbatelný vliv na mìøený objekt a mo¾nost mìøení na pohybujícíchse tìlesech (otáèející se souèásti strojù, válcovaný materiál apod.). Pøesnostmìøení v¹ak mù¾e ovlivnit nejistota ve stanovení emisivity mìøeného povrchua záøení dopadajícího na mìøený povrch z okolních tìles.Úloha5. Plotýnka vaøièe, který po sejmutí nádoby zapomeneme vypnout, se roz¾havíþdoèervenaÿ. Vypoètìte její teplotu, je-li plo¹ný obsah plotýnky 2;2 dm2,emisivita 0,9 a vyzaøovaný výkon 1200 W.
23



3 Zpracování výsledkù mìøení teplotních zá-vislostíVy¹etøujeme-li závislosti nìjaké velièiny na teplotì mìøením v laboratoøi, pøed-pokládáme obvykle, ¾e je popsána matematickou funkcí urèitého typu. Vý-sledky mìøení mù¾eme zobrazit jako mno¾inu bodù [x1; y1], [x2; y2] : : : [xn; yn]v rovinì grafu, kde na vodorovnou osu x vyná¹íme ve vhodném mìøítku teplotymìøení jako hodnoty nezávisle promìnné velièiny a na svislou osu y vyná¹ímev jiném vhodném mìøítku namìøené hodnoty velièiny, její¾ teplotní závisloststudujeme. Z výsledkù mìøení chceme vypoèítat èíselné hodnoty koe�cientù vefunkèním pøedpisu funkce y = f(x) a urèit prùbìh grafu, který funkci znázor-òuje.Kdyby mìøení bylo naprosto pøesné, le¾ely by v¹echny body zobrazujícívýsledky mìøení na grafu funkce. Pro ka¾dý by platilo yi = f(xi). Mìøení jev¹ak zatí¾eno chybami a vynesené body jsou podle jeho pøesnosti více neboménì rozptýleny okolo grafu, který skuteènou teplotní závislost popisuje. Jehopøesný prùbìh ale neznáme. Ze v¹ech mo¾ných funkcí daného typu tedy hledámetu, její¾ graf bude probíhat co nejblí¾e k vyneseným bodùm.Pro tento úkol se jako nejvhodnìj¹í jeví statistická metoda nejmen¹íchètvercù. Hledáme takový prùbìh grafu, pøi kterém souèet druhých mocninsvislých odchylek v¹ech vynesených bodù od grafu je minimální . Výpoèet me-todou nejmen¹ích ètvercù se nazývá regrese a jeho výsledkem je empirickáregresní funkce.Jako v¹echny statistické výpoèty vy¾aduje i regrese pou¾ití výpoèetní tech-niky. Je souèástí programové výbavy vìdeckých kalkulaèek, vìt¹í komfort aleposkytují matematické programy pro PC, z nich¾ je nejroz¹íøenìj¹í EXCEL od�rmy Microsoft. Ten také pou¾ijeme v praktických ukázkách, pøièem¾ pøed-pokládáme, ¾e ètenáø textu je s pou¾íváním Excelu alespoò v hrubých rysechseznámen.Bì¾né regresní programy se zamìøují zejména na následující funkce jednénezávisle promìnné x:y = a+ bx | lineární regrese,y = a+ b lnx | logaritmická regrese,y = aebx | exponenciální regrese,y = axb | mocninná regrese,y = b0 + b1x+ : : :+ brxr | polynomická regrese.Kromì toho umo¾òují provést lineární regresi funkce nìkolika nezávisle pro-mìnných x1, x2, : : : xr, kterou mù¾eme popsat vztahemy = b0 + b1x1 + b2x2 + : : : + brxr :24



Princip výpoètu regresní funkce v uvedených pøípadech si vysvìtlíme na ná-sledujících stránkách. Teorie je prolo¾ena praktickými ukázkami pou¾ití regresepøi zpracování výsledkù mìøení v laboratorních pracích a pøi vyhodnocovánídat, která vyèteme ve fyzikálních tabulkách.3.1 Lineární regrese funkce jedné promìnnéy = a+bxy
y2 a+bx2 xx1 x2 x3 x4 x5 Obr. 3.1Na¹ím cílem je nalézt funkci y = a + bx tak, aby souèet druhých moc-nin svislých odchylek bodù [x1; y1], [x2; y2] : : : [xn; yn] od grafu funkce byl conejmen¹í (obr. 3.1). Tento souèet je závislý na volbì koe�cientù a, b; jedná setedy o funkci dvou promìnných, kterou mù¾eme zapsat ve tvaruS(a; b) = nXi=1 [yi � (a+ bxi)]2 = Aa2 + 2Bab+ Cb2 � 2Da� 2Eb+ F ; (30)kde A = n; B = nXi=1 xi; C = nXi=1 x2i ; D = nXi=1 yi; E = nXi=1 xiyi; F = nXi=1 y2i :Pro zjednodu¹ení v celém dal¹ím textusymbol nXi=1 nahradíme symbolemX.Nejprve si v¹imnìme nìkterých vlastností aritmetických prùmìrù namìøe-ných hodnot:x = Xxin ; Xxi = nx ; y = X yin ; X yi = ny ; (31)25



X(xi�x)2 =Xx2i�2xXxi+nx2 =Xx2i�2nx2+nx2 =Xx2i�nx2 > 0 ;(32)a podobnì X(yi � y)2 =X y2i � ny2 > 0 : (33)Ve vztahu (30) mù¾eme odstranit lineární èleny úpravouS(a; b) = A(a� a�)2 + 2B(a� a�)(b� b�) + C(b� b�)2 +G (34)neboS(a; b) = A �(a� a�) + BA (b� b�)�2 +�C � B2A � (b� b�)2 +G; (35)kde a� a b� jsou zatím neznámé konstanty. Ze vztahu (35) je zøejmé, ¾e souèetS(a; b) má nejmen¹í hodnotu pro a = a� a b = b�, nebo» A > 0 a podle (31) a(32) je takéC � B2A =Xx2i � �Xxi�2n =Xx2i � nx2 =X(xi � x)2 > 0 :Konstanty a� a b� jsou tedy hledané hodnoty koe�cientù a a b. Rozepsánímvztahu (34)S(a; b) = Aa2 + 2Bab+ Cb2 � 2(Aa� +Bb�)a� 2(Ba� + Cb�)b++A(a�)2 + 2Ba�b� + C(b�)2 +G (36)a jeho porovnáním s (30) dostaneme tzv. soustavu normálních rovnicAa� +Bb� = D ;Ba� + Cb� = E ; neboli na� + �Xxi� b� = X yi ;�Xxi�a� + �Xx2i� b� = Xxiyi : (37)Souèet S(a; b) je minimální, jestli¾eb = b� = AE � BDAC �B2 = nXxiyi �XxiX yinXx2i � �Xxi�2 = Xxiyi � nx yX(xi � x)2 ; (38)a = a� = DA � Bb�A = X yin � b� Xxin = y � b�x : (39)26



Hodnotu souètu S(a; b) pro pøípad a = a�, b = b� dostaneme nejrychlejidosazením (39) do (30):S(a�; b�) =X[yi � a� � b�xi]2 =X[(yi � y)� (a� + b�xi � y)]2 :Úpravou s pou¾itím (39), (38), (32) a (33) dostaneme a�+b�xi�y = b�(xi�x) ;S(a�; b�) =X[(yi � y)� b�(xi � x)]2 ==X(yi�y)2�2b� hXxiyi � xX yi � yXxi + nx yi+(b�)2X(xi�x)2 ==X(yi � y)2 � 2b� �Xxiyi � nx y�+ (b�)2X(xi � x)2 ==X(yi � y)2 � 2b�b�X(xi � x)2 + (b�)2X(xi � x)2 ;S(a�; b�) =X(yi � y)2 � (b�)2X(xi � x)2 :Dostali jsme rozdíl dvou výrazù, které jsou oba kladné a druhý je men¹í ne¾první. Jejich pomìr oznaèujeme symbolem r2 a nazýváme koe�cient determi-nace: r2 = (b�)2X(xi � x)2X(yi � y)2 = X(a� + b�xi � y)2X(yi � y)2 : (40)Èím více se koe�cient determinace blí¾í k jedné, tím men¹í je souèet S(a�; b�)a tím ménì jsou body [x1; y1], [x2; y2] : : : [xn; yn] rozptýleny okolo grafu funkcey = a� + b�x. Mù¾eme tedy podle jeho hodnoty posoudit, do jaké míry jesplnìn pøedpoklad o lineárním prùbìhu hledané funkèní závislosti. Obvykle sepro pøijetí tohoto pøedpokladu spokojíme s dosa¾ením hodnoty r2 > 0;95.V dal¹ím textu budeme pøedpokládat ¾e koe�cienty a, b regresnífunkce mají hodnoty a�, b� vypoèítané metodou nejmen¹ích ètvercùpodle vzorcù (38) a (39).
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3.2 Výpoèet lineární regrese funkce jedné nezávisle pro-mìnné pomocí programu EXCELMù¾eme zvolit jeden ze dvou zpùsobù výpoètu:A) zavedeme lineární trend v grafu funkce,B) pou¾ijeme maticový vzorec s funkcí LINREGRESE.Oba zpùsoby jsou popsány v následující ukázce, ve které jsou zpracovány vý-sledky namìøené v laboratorní práci. Výsledný vzhled obrazovky poèítaèe jena obr. 3.2.Pøíklad 5: Urèení závislosti odporu kovového vodièe na teplotìÚkoly:a) Zmìøte odpor cíveèky z mìdìného drátu pøi rùzných teplotách v intervalu0 �C a¾ 90 �C.b) Sestrojte graf závislosti odporu na teplotì.c) Ovìøte, ¾e závislost odporu na teplotì je lineární a urèete hodnoty koe�-cientù R0 a �0 ve vztahu R = R0(1 + �0t) : (41)d) Jako vzta¾nou teplotu zvolte t1 = 20 �C a stanovte odpor R1 pøi vzta¾néteplotì a teplotní souèinitel odporu �1 ve vztahuR = R1 [1 + �1(t� t1)] : (42)
��������������������	���Obr. 3.2 28



Provedení úlohyCíveèku z mìdìného drátu vlo¾íme na dno zkumavky a vývody cíveèkypøipojíme k ohmmetru. Zkumavku uzavøeme a spolu s pøesným teplomìremji prostrèíme korkovou zátkou, která tvoøí víko termosky s horkou vodou. Podosa¾ení tepelné rovnováhy zmìøíme teplotu láznì a odpor cíveèky. Teplouvodu v termosce postupnì nahrazujeme vodou studenou a mìøení opakujemepøi rùzných teplotách. Naposled mìøíme ve smìsi ledu a vody. Výsledky mìøenízapí¹eme do tabulky v Excelu a vytvoøíme XY bodový graf { variantu bezspojovací èáry.A) V grafu oznaèíme datovou øadu namìøených hodnot. Z místní nabídky pakvybereme polo¾ku Pøidat spojnici trendu, na kartì Typ zvolíme Line-ární a na kartì Mo¾nosti za¹krtneme Zobrazit rovnici regrese a Zobrazitkoe�cient spolehlivosti R (obr. 3.3, 3.4 a 3.5). Na obrazovce se objeví regresnípøímka, zápis regresní funkce, ze kterého vyèteme koe�cienty a a b, a koe�ci-ent determinace r2. Poèet desetinných míst mù¾eme upravit formátováním.
���������	
� Obr. 3.3
���������

������
Obr. 3.4, 3.5

B) Podle obr. 3.6 vybereme oblast 2 � 5 bunìk a v øádku vzorcù zvolíme sta-tistickou funkci LINREGRESE. Objeví se dialogové okno, ve kterém dopl-níme pole hodnot y, pole hodnot x a parametry B a S. Po stisku kláves29



CTRL+SHIFT+ENTER se provede výpoèet a ve vybrané oblasti bunìk sevypí¹í hodnoty a, b, r2 a dal¹í u¾iteèné statistické údaje, z nich¾ vyu¾ijemepøedev¹ím smìrodatné chyby koe�cientù a a b:b asb sar2 syF fSreg Srezid
f = n� p : : : poèet stupòù volnosti(poèet namìøených hodnot � poèet parametrùregresní funkce),Sreg =P(y � y) : : : regresní souèet ètvercù,Srezid = S(a; b) : : : zbytkový souèet ètvercù,sy =rSrezidf : : : smìrodatná chyba odhadu y,F = f � SregSrezid ,sb = brSrezidfSreg : : : smìrodatná chyba koe�cientu b,sa = sbr 1nPx2i : : : smìrodatná chyba koe�cientu a.

������������������Obr. 3.6Body v grafu, které zobrazují výsledky mìøení, se nacházejí v tìsné blízkostiregresní pøímky. Tomu odpovídá i hodnota r2 = 0; 9989 koe�cientu determi-nace, která je jen nepatrnì men¹í ne¾ 1. Tím je potvrzena lineární závislostodporu na teplotì v prozkoumaném intervalu.Srovnáním regresní funkce y = bx+a = (0;2107�0;0025)x+(51;65�0;12)a vztahu R = R0(1 + �0t) dostaneme:30



R0 = (51;65� 0;12) 
 ; R0�0 = (0;2107� 0;0025) 
 �K�1 ;�0 = 0;004079 �1�� 0;1251;65 + 0;00250;2107�� K�1 = (4;08� 0;06) � 10�3 K�1 :Srovnáním regresní funkce a vztahuR = R1[1 + �1(t� t1)] = R1 �R1�1t1 +R1�1tdostanemefR1g = a+ bft1g ; R1 = [(51;65� 0;12)+ (4;21� 0;05)]
 = (55;86� 0;17) 
 ;f�1g = bR1 = 0;210755;86 �1��0;00250;2107 + 0;1755;86�� = (3;77� 0;06) � 10�3 K�1 :V¹imnìte si, jak se zmìnila hodnota teplotního souèinitele odporu � pøizmìnì vzta¾né teploty.
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3.3 Regrese, které lze snadno pøevést na lineárníNìkteré funkce jedné nezávisle promìnné mù¾eme vhodnou substitucí pøevéstna funkce lineární a vy¹etøovat je lineární regresí. Nìkolik pøíkladù je v násle-dující tabulce:Pùvodní funkce Substituce Upravená funkcey = a+ bx � = 1x y = a+ b�y = a+ b lnx � = lnx y = a+ b�y = axb � = ln y; A = ln a; � = lnx � = A+ b�y = aebx � = ln y; A = ln a � = A+ bxy = ae bx � = ln y; A = ln a; � = 1x � = A+ b�Pøíklad 6: Urèení závislosti odporu termistoru NTC na teplotìÚkoly:a) Zmìøte odpor termistoru pøi rùzných teplotách v intervalu 0 �C a¾ 90 �C.b) Sestrojte graf závislosti odporu na teplotì.c) Ovìøte, ¾e závislost odporu na teplotì je popsána vztahemR = AeBT (43)a urèete hodnoty konstant A a B.Provedení úlohyPøi mìøení postupujeme stejnì jako v pøíkladu 5. (Mù¾eme také obì úlohyspojit do jediné a mìøit obì závislosti souèasnì, jako jsme to provedli v na¹ichukázkách.) Výsledky mìøení zapí¹eme do tabulky v Excelu.Ovìøovaný vztah zlogaritmujeme a substitucí pøevedeme na vztah lineární:lnfRg = lnfAg+ BT ; y = lnfRg; a = lnfAg; x = 1T ; y = a+Bx :Tabulku doplníme o øádky s hodnotami 1=T (oblast promìnné x) a lnfRg(oblast promìnné y). Z tìchto dvou øádkù sestrojíme podobnì jako v 5. pøíkladuXY bodový graf a provedeme lineární regresi pomocí lineárního trendu grafuy = f(x) a pomocí maticového vzorce s funkcí LINREGRESE (obr. 3.7).32



I v tomto pøípadì body zobrazující výsledky mìøení le¾í v tìsné blízkostiregresní pøímky a koe�cient determinace se blí¾í k jedné, co¾ potvrzuje platnostovìøovaného vztahu. Z tabulky vyèteme:B = (2 415� 22) K ; a = lnfAg = �1;478� 0;072 :Vypoèítáme hodnotu a smìrodatnou chybu velièiny A.fAg = ea ; dfAgda = ea ; dfAg = ea da :Hodnota velièiny A le¾í v intervalufAg = ea � ea � sa = 0;228(1� 0;072) ; A = (0;228� 0;016) 
 :Nyní mù¾eme dopoèítat poslední øádek tabulky, kde jednotlivým teplotámmìøení pøiøadíme hodnoty výrazuAeBT = ea+BT .Do buòky B6 vlo¾íme vzorec =EXP($B$9+$A$9*B4) a zbytek øádku doplnímevyplòovacím táhlem.Nakonec z prvního, druhého a posledního øádku tabulky sestrojíme graf, vekterém zobrazíme jednotlivé výsledky mìøení a pøedpokládaný prùbìh závis-losti odporu termistoru na teplotì (obr. 3.8).
������������������Obr. 3.7 33
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Obr. 3.8Pokud bychom chtìli pouze urèit hodnoty velièin A, B a koe�cient determi-nace, dojdeme k cíli rychleji podle obr. 3.9 u¾itím exponenciální regrese vztahuR = AeBx ; kde x = 1=T . Sestrojíme graf závislosti R na 1=T , který dopl-níme o spojnici exponenciálního trendu a zobrazíme rovnici regrese a koe�cientspolehlivosti jako v pøíkladu 5. Z rovnice regrese pøímo èteme hodnoty velièinA a B.
���������������	
�Obr. 3.9
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3.4 Lineární regrese funkce nìkolika nezávisle promìn-nýchPoèítaèové statistické programy si dovedou poradit i s výpoètem lineární regresefunkce nìkolika nezávisle promìnných x1, x2, : : : , xry = f(x1; x2; : : : ; xr) = b0 + b1x1 + b2x2 + : : :+ brxr : (44)Ve statistickém souboru n výsledkù mìøení jsou jednotlivým r-ticím hodnotnezávisle promìnných (x1; x2; : : : ; xr)i pøiøazeny hodnoty yi. Lineární regresíhledáme takové hodnoty koe�cientù b0 a¾ br regresní funkce, aby souèetnPi=1[yi � f(x1; x2; : : : ; xr)i]2byl co nejmen¹í.Pro r = 2 by regresní funkce byla zobrazena rovinou v tøírozmìrném pro-storu se souøadnicovou soustavou Ox1x2y.V Excelu dostaneme pou¾itím maticového vzorce s funkcí LINREGRESEtabulku br br�1 : : : b1 b0sbr sbr�1 : : : sb1 sb0r2 sy � � �F f � � �Sreg Srezid � � �kde jednotlivé polo¾ky mají obdobný význam jako pøi lineární regresi funkcejedné nezávisle promìnné (viz str. 30).Pøíklad 7: Tranzistor jako senzor teplotyNa obr. 3.10 je schéma obvodu pro mìøení vlastností tranzistoru ve funkciPN senzoru teploty. K men¹ímu køemíkovému tranzistoru NPN (napø. KC509)se spojeným kolektorem a bází pøipájíme vodièe a zasuneme jej s pøesnýmteplomìrem do zkumavky s malým mno¾stvím silikonové vazelíny. Zkumavkuponoøíme do termosky s vodou, která slou¾í jako termostat. Mìníme teplotuláznì a sledujeme, jak se mìní napìtí na tranzistoru v závislosti na procházejí-cím proudu a na teplotì. Mìøíme i v tajícím ledu a nakonec zkumavku umístímedo baòky s vaøící vodou.Výsledky mìøení jsou pøehlednì zapsány v první tabulce na obr. 3.11 azobrazeny v grafu na obr. 3.12 35
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Obr. 3.10Pøi malých proudových hustotách platí pro napìtí na tranzistoru teoretickývztah U = Ug0 �AT +BT lnfIg ; (45)kde Ug0, A a B jsou konstanty a T je absolutní termodynamická teplota. Úko-lem mìøení je ovìøení vztahu (45) a urèení konstant A a B.Substitucí y = U , x1 = T , x2 = T lnfIg, b0 = Ug0, b1 = �A a b2 = Bpøevedeme vztah (45) na lineární vztahy = b0 + b1x1 + b2x2 ; (46)vhodný pro lineární regresi. V¹ech 30 namìøených hodnot napìtí a pøíslu¹néabsolutní teploty a hodnoty souèinu T lnfIg zapí¹eme do druhé tabulky naobr. 3.11 (ze které je zachycena jen malá èást) a pomocí maticového vzorces funkcí LINREGRESE provedeme výpoèet. Z matice výsledkù pøímo odeètemehodnotyUg0 = 1;258 V; A = 1;57 � 10�3 V �K�1; B = 8;91 � 10�5 V �K�1:Vysoká hodnota koe�cientu determinace r2 = 0;9998 svìdèí o tom, ¾e mì-øení bylo pøesné a vztah (45) dobøe vystihuje vlastnosti pou¾itého tranzistoru.
������������Obr. 3.11 36
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Obr. 3.12Úloha6. Závislost napìtí tranzistoru na teplotì pøi stálém proudu I = 1 mA v pøí-kladu 7 (horní øada namìøených hodnot) mù¾eme vyjádøit ve tvaru U =U0 �At. U¾itím lineární regrese urèete U0 a A.
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3.5 Polynomická regresePøedpokládejme funkèní závislost popsanou polynomickou funkcí jedné nezá-visle promìnné ve tvaruy = b0 + b1x+ b2x2 + : : : + brxr : (47)Substitucí x1 = x; x2 = x2; : : : xr = xr ji pøevedeme na funkci r nezávislepromìnných (44) y = b0 + b1x1 + b2x2 + : : :+ brxr ;na kterou aplikujeme funkci LINREGRESE. Polynomickou regresi tak pøeve-deme na lineární.Pøíklad 8: Teplotní objemová rozta¾nost vodyV intervalu h0 �C; 40 �Ci vy¹etøete závislost mìrného objemu vody na tep-lotì a vyjádøete ji ve tvaruv = v1[1 + �1�t+ �2(�t)2 + �3(�t)3] ; (48)kde v1 je mìrný objem pøi vzta¾né teplotì t1 = 20 �C a �t = t� t1.Øe¹eníVycházíme z tabulky závislosti hustoty vody na teplotì publikované v tabul-kách [1]. Pro vybrané teploty pøepí¹eme hustoty do tabulky v Excelu, kteroudoplníme o sloupce �t, (�t)2, (�t)3 a v = 1=%. Dál mù¾eme postupovat dvìmazpùsoby { oba byly pou¾ity na obr. 3.13:A) Sestrojíme XY bodový graf závislosti mìrného objemu v na �t a pøidámespojnici trendu s volbami Typ { Polynomický, Stupeò 3, Zobrazit rovnici re-grese a Zobrazit koe�cient spolehlivosti . Zatím jsme nevyu¾ili sloupce (�t)2a (�t)3.B) Vybereme oblast 4�5 bunìk a do ní vlo¾íme maticový vzorec LINREGRESEv nìm¾ do pole hodnot x zaøadíme sloupce �t, (�t)2 a (�t)3 a do polehodnot y sloupec v. Dostaneme tabulku, ve které jsou nejen koe�cientyregresní funkce, ale i jejich smìrodatné odchylky.Porovnáním regresní funkce se vztahem (48) dostaneme:fv1g = b0 ; f�1g = b1b0 ; f�2g = b2b0 ; f�3g = b3b0 ;v1 = 1;0018 � 10�3 m3 � kg�1 ; �1 = 2;08 � 10�4 K�1 ;�2 = 5;51 � 10�6 K�2 ; �3 = �4;0 � 10�8 K�3 :38
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�Obr. 3.13Pøíklad 9: Tepelné záøení wolframového vláknaÚkoly:a) Z údajù v tabulce (tab. 1 na obr. 3.14) vyjádøete mocninnou regresí závislostrezistivity wolframu na Celsiovì teplotì ve tvaru f%g = A � fTgB.b) Promìøte závislost proudu, který prochází malou ¾árovkou, na pøipojenémnapìtí. (V na¹í ukázce byla pou¾ita ¾árovièka s provozními údaji 24 V,0;1 A.) Z namìøených hodnot vypoèítejte odpor vlákna ¾árovky a její pøíkonpøi zvolených hodnotách napìtí. Zvlá¹tì podrobnì postupujte na zaèátkumìøení pøi malých hodnotách napìtí.c) Z hodnot odporu pøi malých hodnotách napìtí urèete odpor R1 vlákna ¾á-rovky pøi nulovém proudu, kdy má vlákno teplotu laboratoøe t1.d) vypoèítejte, jak se v závislosti na napìtí mìnila termodynamická teplotavlákna ¾árovky. Vzhledem k velmi malému teplotnímu souèiniteli délkovérozta¾nosti wolframu (4;3 � 10�6 K�1) mù¾eme pøedpokládat, ¾e rozmìryvlákna jsou témìø konstantní a R=R1 � %=%1.e) Vypoèítejte pomìr P=T 4 pro zvolené hodnoty napìtí. Posuïte, jak se v závis-losti na teplotì mìnila emisivita wolframového vlákna. (Tabulkové hodnoty:0,23 pøi 1500 �C; 0,28 pøi 2000 �C.)
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Provedení úlohya) Data z tab. 1 vyneseme do grafu na obr. 3.15, který doplníme o mocninnýtrend. Z rovnice trendu odeèteme A = 0;00572; B = 1;21047.b) Výsledky mìøení napìtí a proudù a výpoètù odporù a pøíkonù zaplòují prvníètyøi sloupce v tabulce tab. 2 na obr. 3.14.c) Z hodnot namìøených do 0,3 V vytvoøíme graf na obr. 3.16. Z rovnice po-lynomického trendu vyèteme hodnotu R1 = 18;693 
 � 18;7 
, kterouzapí¹eme do tab. 3 i s pøíslu¹nou teplotou t1 = 23 �C.d) Vypoèítáme sloupec hodnot T u¾itím vztahuRR1 � %%1 = � TT1�B ; T = T1� RR1� 1B :e) Vypoèítáme sloupec P=T 4. Od teploty 1000 K, pøi které u¾ mù¾eme za-nedbat záøení dopadající na vlákno z okolí, hodnota výrazu P=T 4 jen mírnìstoupá, co¾ svìdèí o platnosti Stefanova-Boltzmannova zákona s tím, ¾e emi-sivita wolframového vlákna se s rostoucí teplotou zvy¹uje.
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Obr. 3.15
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Obr 3.16
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Úlohy:7. Porovnejte hodnoty èlenù �1�t, �2(�t)2 a �3(�t)3 ve výrazu (48)a) pro �t = 1 K, b) pro �t = 5 K, c) �t = 20 K.Urèete, v jakém intervalu mù¾eme pro závislost mìrného objemu vody nateplotì pou¾ít pøibli¾ný vztahv � v1(1 + �1�t);nemá-li chyba v urèení �v = v � v1 pøekroèit 10 %.8. U¾itím polynomické regrese vy¹etøete závislost hustoty vody na teplotì v in-tervalu h0 �C; 40 �Ci a vyjádøete ji ve tvaru% = %1[1 + �1�t+ �2(�t)2 + �3(�t)3] ; (49)kde %1 je hustota pøi vzta¾né teplotì t1 = 20 �C a �t = t � t1. Výsledekporovnejte s výsledkem pøíkladu 8.9. Stejným zpùsobem jako v pøíkladu 8 a úloze 2 vy¹etøete závislost mìrnéhoobjemu a hustoty rtuti na teplotì v intervalu h0 �C; 40 �Ci. Pou¾ijte poly-nomickou regresi 2. stupnì. Vyjdìte z tabulky hustoty rtutit=�C %=kg�m�30 13 595,085 13 582,7610 13 570,4415 13 558,15 20 13 545,8725 13 533,6230 13 521,3735 13 509,1440 13 496,93Porovnejte teplotní rozta¾nost rtuti a vody v daném intervalu.Urèete, v jakém intervalu mù¾eme pro závislost mìrného objemu rtuti nateplotì pou¾ít pøibli¾ný vztahv � v1(1 + �1�t);nemá-li chyba v urèení �v = v � v1 pøekroèit 1 %.10. V pøíkladu 9 se pro U > 0;5 V dají závislosti odporu ¾árovky a pøíkonu¾árovky na pøipojeném napìtí vyjádøit ve tvaru:fRg = C � fUgD; fPg = E � fUgF .Pøesvìdète se o tom mocninnou regresí a urèete hodnoty konstant C, D, Ea F . 42
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Výsledky úloh1. 233 �C.2. 262;8 mm.3. �lmos = 0;108 mm; �lin = 0;012 mm.4. S = V (�Hg � �sk)�tl = 7;4 � 10�4 mm2; d =r4S� = 0;097 mm.5. 1020 K � 750 �C.6. U0 = (662;9� 0;8) mV; A = (2;19� 0;01) mV �K�1.7. a) 2;1 � 10�4; 5;5 � 10�6; �4;0 � 10�8b) 1;0 � 10�3; 1;4 � 10�4; �5;0 � 10�6c) 4;2 � 10�3; 2;2 � 10�3; �3;2 � 10�40;1�1�t = �2(�t)2 + �3(�t)3 � �2(�t)2; �t � 0;1�1�2 � 4 K.8. Srovnáním regresní funkcey = 4;1649 � 10�5x3 � 5;4483 � 10�3x2 � 2;0720 � 10�1x+ 998;22se vztahem (49) dostaneme�1 = �2;08 � 10�4 K�1; �2 = �5;46 � 10�6 K�2; �3 = 4;2 � 10�8 K�3:Koe�cienty �1 a �2 se po zaokrouhlení li¹í od hodnot získaných v pøíkladu 4jen znaménkem.9. Srovnáním regresní funkcey = 6;271 � 10�13x2 + 1;337 � 10�8x+ 7;382 � 10�5se vztahem v = v1(1 + �1�t+ �2(�t)2 dostaneme:v1 = 7;382 � 10�5 m3; �1 = 1;81 � 10�4 K�1; �2 = 8;5 � 10�9 K�2:Chyba 1 % vznikne, jestli¾e�2(�t)2 = 0;01�1�t; �t = 0;01�1�2 � 210 K.10. C = 62;167; D = 0;4255; E = 0;0161; F = 1;5745:
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