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ÚvodTento text je urèen k pøípravì øe¹itelù Fyzikální olympiády na øe¹ení jednodu-chých úloh z mechaniky, navazuje na uèebnici fyziky pro gymnázia [1]. Sna¾íse, aby ètenáøi lépe pochopili chování mechanických soustav pod vlivem kon-stantních sil. Text je zamìøen na øe¹ení úloh o jednoduchých soustavách tìlesspojených vláknem. Jedná se o soustavy kladek a na nich zavì¹ených záva¾ía o soustavy, jejich¾ souèástí jsou kromì kladek a tìles spojených vláknemje¹tì naklonìné roviny. Výklad je postaven zejména na pøíkladech, pøinese vámtedy jistou zruènost pøi øe¹ení podobných úloh.Na zaèátku ka¾dé kapitoly je struèný výklad teorie, pak následuje nìkolikukázkových pøíkladù, abyste do problému dostateènì pronikli. Na konci textunajdete úlohy k samostatnému øe¹ení, na kterých si mù¾ete vyzkou¹et, jak dobøejste výklad pochopili, a procvièit si øe¹ení zadaných úloh.Pøi øe¹ení ka¾dé úlohy je tøeba si pozornì pøeèíst text a vypsat si známéa hledané velièiny. Rovnì¾ si uvìdomíme, za jakých zjednodu¹ujících pøedpo-kladù úlohu øe¹íme. Úlohy v¾dy vyøe¹íme nejprve obecnì, potom teprve do-sadíme zadané èíselné hodnoty a dopoèítáme výsledek, který zaokrouhlíme nastejný poèet platných èíslic, jako mají hodnoty zadaných velièin. Pro kontrolu jevhodné bìhem výpoètu dìlat rozmìrové kontroly, tj. zji¹»ovat, jestli obì stranyrovnice mají stejný fyzikální rozmìr (jednotku); tím se snáze vyvarujeme chyb.
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1 Zákon síly1.1 Newtonovy pohybové zákonyV úvodu jsme zmínili, ¾e se budeme zabývat jednoduchými mechanickými sou-stavami tìles. V této kapitole si zopakujeme pohybové zákony, kterými se tatotìlesa øídí. Abychom mohli soustavy tìles nìjakým zpùsobem popsat, musíme sivybrat vzta¾nou soustavu, ze které se na nì budeme dívat. Vìt¹inou volíme po-zorovatele, který stojí na povrchu Zemì. V této soustavì zavádíme souøadnice,které jednoznaènì popisují polohu ka¾dého tìlesa.Pro formulaci pohybových zákonù nevystaèíme se samotnou znalostí polohytìlesa. Vyu¾ijeme také vektorové velièiny rychlost v a zrychlení a . V na¹ich sou-stavách bude mít zrychlení konstantní velikost a konstantní smìr stejný neboopaèný jako okam¾itá rychlost. Potom pro vektor rychlosti v platív = v0 + a t ;kde v0 je poèáteèní rychlost (rychlost v èase t = 0 s). Uvedeme vztahy i provelikost rychlosti v a dráhu s, kterou tìleso urazí. Zde je v¹ak tøeba rozli¹itrovnomìrnì zrychlený a rovnomìrnì zpomalený pohyb.Rovnomìrnì zrychlený pohyb {zrychlení má stejný smìr jako okam-¾itá rychlostv = v0 + at ;s = s0 + v0t+ 12at2;
Rovnomìrnì zpomalený pohyb {zrychlení má opaèný smìr ne¾ okam-¾itá rychlostv = v0 � at ; (1)s = s0 + v0t� 12at2; (2)kde v0 je velikost poèáteèní rychlosti a s0 je poèáteèní dráha (dráha, kteroutìleso urazilo pøed tím, ne¾ jsme zaèali mìøit èas).Víme, ¾e zrychlení tìlesa je zpùsobeno vzájemným pùsobením s ostatnímitìlesy. Toto pùsobení popisujeme silou, co¾ je vektorová fyzikální velièina. Po-kud øekneme, ¾e na tìleso pùsobí síla F , myslíme tím, ¾e na tìleso pùsobí okolnítìlesa a toto pùsobení popisujeme silou F .Zákon, který uvedeme dále, nebude platit pro v¹echny pozorovatele. Pou¾í-vat ho budou moci jen ti, kteøí se nacházejí v inerciálních vzta¾ných soustavách.V na¹ich pøíkladech budeme pou¾ívat témìø výhradnì tzv. laboratorní soustavu,tj. soustavu pozorovatele stojícího na povrchu Zemì. Tato soustava není veskuteènosti pøesnì inerciální vlivem rotace Zemì. Pokud ov¹em jako sílu, kteroupùsobí Zemì na tìlesa na svém povrchu, uva¾ujeme tíhovou sílu (vektorovýsouèet gravitaèní a odstøedivé síly) místo gravitaèní síly a neprovádíme velicepøesná mìøení, mù¾eme ji za inerciální pova¾ovat.3



Inerciální vzta¾né soustavy popsal Newton tím, ¾e volný hmotný bod sevùèi nim pohybuje bez zrychlení (zùstává v klidu nebo se pohybuje rovomìrnìpøímoèaøe). Volným hmotným bodem rozumìl hmotný bod, na nìj¾ nepùsobísilou ¾ádné okolní hmotné body, nebo výslednice tìchto sil (vektorový souèet)je nulová. Získáváme tak známou formulaci 1.Newtonova zákona.Pokud výslednice sil, kterými na hmotný bod pùsobí okolní tìlesa,je nulová, pak tento hmotný bod zùstává v inerciální vzta¾né sou-stavì v klidu nebo se pohybuje rovomìrnì pøímoèaøe.Tento zákon vyu¾ijeme pøi øe¹ení statických úloh, kdy budeme vy¹etøovat, zajakých podmínek zùstává hmotný bod v klidu.
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Obr. 1Pøi øe¹ení dynamických úloh budeme vycházet z 2.Newtonova pohybo-vého zákona. Pro ka¾dé tìleso konající posuvný pohyb platíma =PF . (3)Na levé stranì je souèin hmotnosti tìlesa a jeho zrychlení v inerciální sousta-vì. Na pravé stranì rovnice (3) je výslednice v¹ech sil pùsobících na tìleso.V tomto textu se nauèíme pøiøadit ka¾dému tìlesu tuto výslednici. Dosadíme-lina pravou stranu rovnice výraz, který vyjadøuje, na èem výslednice u danéhotìlesa závisí, dostaneme pohybovou rovnici tohoto tìlesa. Musíme vìdìt, ¾e se4



jedná o rovnici vektorovou. Ve skuteènosti to tedy není rovnice jedna, ale tøi {pro ka¾dou souøadnici zrychlení jedna:max =XFx ; may =XFy ; maz =XFz ; (4)kde PFx, PFy a PFz jsou souøadnice výslednice sil (viz obr. 1).Pøi øe¹ení úloh pomocí Newtonových rovnic je vhodné vyu¾ít silový dia-gram. Do obrázku mechanické soustavy, ve které se nachází popisované tìleso,zakreslíme pomocí ¹ipek v¹echny síly F , které na na¹e tìleso pùsobí. Z tohotodiagramu ji¾ potom snadno urèíme výslednici v¹ech sil. Známe-li hmotnost tì-lesa, je u¾ snadné pomocí (3) urèit hledané zrychlení.Kapitolu uzavøeme posledním Newtonovým pohybovým zákonem, který vy-u¾ijeme pøi øe¹ení pohybu soustavy tìles. Pøi vzájemném dotyku dvou tìlesvznikají zároveò dvì síly. Silou FAB pùsobí první tìleso na druhé a silou FBApùsobí druhé tìleso na první. Podle tøetího Newtonova pohybového záko-na mají tyto síly stejnou velikost a opaèný smìrFAB = �FBA. (5)Jednu sílu nazýváme akcí a druhou reakcí , ke ka¾dé síle najdeme její reakci.Dùle¾ité je si uvìdomit, ¾e akce a reakce pùsobí na rùzná tìlesa, nemohou setedy vzájemnì vyru¹it.1.2 Nìkteré typy sil1.2.1 Tíhová sílaTíhovou silou FG budeme rozumìt sílu, kterou pùsobí Zemì na tìlesa na svémpovrchu. Tíhovou sílu urèujeme podle vztahuFG = mg ;kde g je vektor tíhového zrychlení, který smìøuje v¾dy svisle dolù. Je to zrych-lení tìlesa padajícího volným pádem bez odporu vzduchu. Ve v¹ech pøíkladechpoèítáme s velikostí tíhového zrychlení g = 9;81 m�s�2.1.2.2 Normálová tlaková sílaNormálová síla N je síla, kterou na zakoumané tìleso pùsobíjiné tìleso, pokud je s ním ve vzájmeném dotyku bez tøení(viz obr. 2). Øíkáme jí normálová, proto¾e pùsobí v¾dy kolmona povrch tìlesa { ve smìru normály. Nzkoumané tìleso
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Napøíklad pokud tìleso spoèívá na podlo¾ce, pùsobí nanìj podlo¾ka silou (viz obr. 3). Je-li podlo¾ka vodorovná, takpodle prvního Newtonova pohybového zákona je vektorovýsouèet tíhové síly a normálové síly od podlo¾ky nulový a platíN �mg = 0 ) N = mg : FGNObr. 31.2.3 Tøecí sílaV místech dotyku tìles nemají obvykle síly vzájemného pù-sobení smìr kolmý k povrchu tìles a vedle normálové tlakovésíly N vzniká i síla teèná { tøecí síla Ft (viz obr. 4). Pokudje zkoumané tìleso pøi pohybu v dotyku s jiným tìlesem, pù-sobí proti smìru jeho pohybu (nebo zamý¹leného pohybu)tato tøecí síla. Napøíklad kdy¾ tìleso posunujeme po rovnépodlo¾ce, pùsobí proti jeho pohybu tøecí síla, která je rov-nobì¾ná s podlo¾kou. Tøecí síla tedy pùsobí na tìleso protismìru jeho okam¾ité rychlosti vzhledem k podlo¾ce.
NFt vzkoumané tìleso

Obr. 4Obecnì je tøení jiné, je-li tìleso vùèi podlo¾ce v klidu nebo v pohybu. Protozavádíme dva rùzné souèinitele tøení: souèinitel smykového tøení f { tøecí sílapøi pohybu má velikost Ft = fN (6)a souèinitel klidového (statického) tøení f0 { tøecí síla v klidu má velikostFt � f0N ; (7)pøièem¾ N je velikost normálové síly, kterou na tìleso pùsobí jiné tìleso, sekterým je ve styku. Platí f < f0.Podrobnìj¹í výklad o tøecí síle a jiných odporových silách najdete ve stu-dijním textu [7].1.2.4 Tahová síla vláknaTìlesa v soustavì tìles mohou být vzájemnì propojena vlákny, zajímat násv¹ak budou jen ty pøípady, kdy budou vlákna napínána. Potom toti¾ vláknozprostøedkovává silové pùsobení a vazbu mezi spojenými tìlesy. Sílu, kterounapnuté vlákno pùsobí na tìleso, nazýváme tahová síla vlákna T . Pokud vláknospojuje dvì tìlesa, oznaème T a T 0 síly, kterými vlákno pùsobí na tìlesa nasvých koncích. Síly T a T 0 smìøují od tìlesa a mají smìr vlákna (viz obr. 5).6



Ve v¹ech úlohách budeme pøedpokládat, ¾e jsou vlákna nehmotná a nepru¾-ná, myslíme tím, ¾e jejich hmotnost je mnohem men¹í ne¾ hmotnosti tìles a ¾ejejich délka je nemìnná. Za tìchto pøedpokladù platíT = T 0 ; (8)a to i v pøípadech, kdy se tìlesa pohybují se zrychlením,nebo kdy je vlákno vedeno pøes nehmotné kladky , kterése mohou otáèet bez tøení (Jinak by se kladky otáèelys nekoneènì velkým úhlovým zrychlením, proto¾e majínulový moment setrvaènosti). T T 0
Obr. 5Pøíklad 1 { výtahS jakým nejvìt¹ím zrychlením se mù¾e pohybovat kabina výtahu, jestli¾e jejíhmotnost pøi plném zatí¾ení je 500 kg a maximální povolené zatí¾ení lana je7500 N?Øe¹eníNakreslíme silový diagram. Na kabinu výtahu pùsobítíhová síla FG = mg a tahová síla lana T . Pøedpoklá-dejme, ¾e kabina zrychluje dolù nebo zpomaluje pøipohybu nahoru (viz obr. 6), a pou¾ijme pohybový zá-kon (4) pro svislé souøadnicema = mg � T ) T = mg �ma :

TFG aObr. 6
T
FG aObr. 7Pokud kabina zrychluje nahoru nebo zpomaluje pøi pohybu dolù (viz obr. 7),potom platí ma = �mg + T ) T = mg +ma :Vidíme tedy, ¾e vìt¹í zatí¾ení lana je pøi zrychlování kabiny vzhùru, pøi zrych-lování dolù se naopak zatí¾ení sni¾uje. Pøi nulovém zrychlení je lano napínánosilou T = 4900 N < Tmax :Dolù tedy mù¾e výtah zrychlovat libovolnì. Budeme proto hledat nejvìt¹ímo¾né zrychlení kabiny vzhùru, pøi kterém není pøekroèeno povolené zatí¾eníma � �mg + Tmax ) amax = Tmaxm � g = 5;2 m�s�2 :7



Pøíklad 2 { do kopceOsobní automobil se rozjí¾dí po vodorovné silnici se zrychlením velikosti av == 2;0 m � s�2 a pøi stálém stoupání se zrychlením velikosti as = 1;6 m � s�2.Vypoètìte úhel stoupání za pøedpokladu, ¾e se tahová síla motoru ani valivýodpor nezmìnily. Odpor vzduchu zanedbejte.
FFo a vFGN

FFo FGN a s�Obr. 8Øe¹eníNakreslíme silové diagramy na rovinì i na kopci (obr. 8). Tahovou sílu autaoznaème F a odporovou sílu Fo. Napi¹me si pohybovou rovnici auta na rovinìpro vodorovné souøadnice podle druhého Newtonova zákona (4)mav = F � Fo :Pohybová rovnice auta jedoucího do kopce jemas = F � Fo �mg sin� :Obì rovnice odeèteme a vydìlíme hmotností auta, dostávámesin� = av � asg :Po èíselném dosazení vychází � = 2;3�, co¾ odpovídá stoupání 4;0%.
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2 Mechanické soustavyJak jistì víte, pøíroda je velmi komplikovaná a nikterak nám neulehèuje na¹isnahu ji pochopit. Ani fyzika neumí pøírodu popsat celou, ale vybírá si dílèíproblémy, které umí vyøe¹it. V této kapitole budeme studovat nejjednodu¹¹ímechanické soustavy. Tìlesa budou konat posuvné pohyby z klidu nebo s po-èáteèní rychlostí v homogenním tíhovém poli Zemì. V úlohách zpravidla pùjdeo urèení zrychlení jednotlivých tìles a velikostí sil, kterými jsou pøi pohybunapnuta vlákna soustavy.Pøi øe¹ení úloh budeme pou¾ívat velièinu a, která nebude mit významvelikosti zrychlení a , ale bude chápána jako souøadnice zrychlení vzhledemk jeho pøedpokládanému smìru, který je vyznaèen na obrázku. Mù¾e tedy na-bývat kladných i zaporných hodnot podle toho, zda skuteèný smìr a souhlasís pøedpokládaným, vyznaèeným na obrázku, nebo ne.2.1 Naklonìná rovinaMo¾ná jste u¾ nìkdy stáli na kopci a pøemý¹leli, za jak dlouho by se dalo nej-rychleji dostat dolù do údolí. V obecném pøípadì je to témìø neøe¹itelná úloha,ale pokud udìláme jisté zjednodu¹ující pøedpoklady, mù¾eme se k nìjakémuvýsledku dopracovat. A zde je hranice mezi skuteèností a fyzikálním modelem.Pøedpoklady tohoto modelu jsou v pøírodì splnìny jen pøibli¾nì a volíme jetak, abychom zjednodu¹ili výpoèet a zároveò se pøíli¹ nevzdálili od skuteènosti.V této èásti textu se budeme zabývat posuvným pohybem tìlesa po naklonì-né rovinì. Naklonìnou rovinou rozumíme rovinu, která s vodorovným smìremsvírá úhel �, a tìlesem rozumíme kvádr o hmotnosti m. Polo¾íme-li tìleso nanaklonìnou rovinu, pùsobí na nì tíhová síla FG a reakce naklonìné roviny R .Ostatní síly (napøíklad odpor vzduchu) zanedbáváme a uva¾ovat je nebudeme.Pùsobi¹tì tíhové síly je v tì¾i¹ti tìlesa a její vektor smìøuje svisle dolù. Vek-torová pøímka reakce R prochází tì¾i¹tìm tìlesa (viz obr. 9), jinak by síla Rmìla otáèivý úèinek a tìleso by nemohlo být v rovnováze nebo konat posuvnýpohyb.Síly FG a R rozlo¾íme do dvou smìrù { rovnobì¾ného s naklonìnou rovinoua kolmého na naklonìnou rovinu (viz obr. 9). Prùmìt síly FG do rovnobì¾néhosmìru oznaèujme F1 a do kolmého F2. Pro jejich velikosti platíF1 = FG sin� = mg sin� ; F2 = FG cos� = mg cos� : (9)Slo¾ka reakce R kolmá na naklonìnou rovinu je normálová síla N , slo¾ka rov-nobì¾ná s naklonìnou rovinou je tøecí síla Ft { ta pùsobí proti smìru okam¾itérychlosti. Síla N pùsobí v¾dy proti síle F2 a navzájem se kompenzují (pokud9



tìleso nebude na naklonìné rovinì nadskakovat a pokud se naklonìná rovinanebude moci sama pohybovat, co¾ ov¹em zatím nebudeme uva¾ovat).Teï si uká¾eme, jak budeme pøi øe¹ení úloh postupovat. Pro pøehlednost jepostup rozdìlen do nìkolika bodù.1. Nakreslíme pøehledný obrázek a zhotovíme silový diagram. Vyznaèíme v ob-rázku v¹echny pùsobící síly (tj. FG, R a pøípadnì tahové síly vláken) a roz-lo¾íme je do smìru rovnobì¾ného s naklonìnou rovinou a do smìru kolméhok naklonìné rovinì.2. Pokud zji¹»ujeme, za jakých podmínek zù-stane tìleso v klidu, vyu¾ijeme 1. New-tonùv pohybový zákon. Podle nìj musíbýt výslednice sil pùsobících na tìleso nu-lová. Napí¹eme tedy rovnice, které vyja-døují rovnováhu sil ve smìru rovnobì¾néms naklonìnou rovinou a ve smìru kolmémna naklonìnou rovinu.3. Pokud urèujeme zrychlení tìlesa a , za-kreslíme do obrázku jeho pøedpokládanýsmìr (obr. 9) a sestavíme pohybové rov-nice podle 2. Newtonova pohybového zá-kona. Ve smìru kolmém na naklonìnourovinu bude rovnice vypadat takto � � FGF1 F2FtN Ra
Obr. 9ma? = F2 �N ) N = F2 = FG cos� ; (10)nebo» se tìleso v kolmém smìru k naklonìné rovinì nepohybuje (a? = 0),obì síly jsou tedy v rovnováze.Ve smìru rovnobì¾ném s naklonìnou rovinou pùsobí rùzné síly, pí¹emepohybovou rovnici ma =XF ; (11)kde a je souøadnice zrychlení tìlesa na naklonìné rovinì aPF je souøadnicevýslednice sil pùsobících ve smìru rovnobì¾ném s naklonìnou rovinou.Tuto výslednici urèíme jako souèet velikostí sil pùsobících ve smìru rov-nobì¾ném s naklonìnou rovinou, ale síly, které mají stejný smìr jako a ,pí¹eme v souètu s kladným znaménkem a síly pùsobící proti smìru a pí-¹eme se záporným znaménkem.Z pohybových rovnic (10) a (11) vypoèítáme souøadnici zrychlení tìle-sa a. Pokud vyjde záporná, bude mít tìleso zrychlení ve smìru opaèném,10



ne¾ jsme zvolili na obrázku. Pro popis pohybu potøebujeme znát, jak budezáviset velikost rychlosti v a dráha s na èase. Ty urèíme ze vztahù (1) a (2).V¹e si uka¾me na jednoduchém pøíkladu.Pøíklad 3 { osamocené tìleso na naklonìné rovinìMìjme tìleso o hmotnosti m v klidu na naklonìné rovinì, která svírá s vo-dorovným smìrem úhel �. Souèinitel smykového tøení mezi ním a naklonìnourovinou oznaème f , souèinitel klidového tøení f0.a) Urèete, za jakých podmínek zùstane tìleso v klidu.b) V pøípadì, ¾e se tìleso zaène pohybovat, vypoèítejte zrychlení tìlesa aa urèete, jak bude záviset rychlost a dráha na èase.c) V pøípadì, ¾e tìleso zùstane v klidu, popi¹te pohyb tìlesa, pokud muudìlíme poèáteèní rychlost v0 rovnobì¾nou s naklonìnou rovinou.Øe¹enía) Nejdøíve nakreslíme obrázek a do nìj vyznaèíme v¹echny pùsobící síly, jejich¾výslednice musí být nulová (obr. 10). Ve smìru kolmém na naklonìnou rovinupùsobí síly N a F2, jejich rovnováhu vyjadøuje rovniceN = F2 ) N = mg cos� : (12)Ve smìru rovnobì¾ném s naklonìnou rovinou pùsobí síly F1 a Ft, jejich rovno-váhu vyjadøuje rovnice Ft = F1 ) Ft = mg sin� : (13)Dobré je si uvìdomit, ¾e tøecí síla nemù¾e tìleso sama o sobì uvést do pohybu,pùsobí toti¾ v¾dy proti smìru pohybu, a» se tìleso pohybuje jakkoli.Pro klidové tøení jsme uvedli vztah (7), ze kterého pomocí rovnic (12) a (13)dostaneme mg sin� = Ft � f0N = f0mg cos� ) f0 � tg� ;co¾ je hledaná podmínka, pøi jejím¾ splnìní zùstane tìleso v klidu.b) Tìleso se zaène pohybovat, je-li f0 < tg�. Nakreslíme si obrázek, vyznaèímev nìm pùsobící síly a pøedpokládaný smìr zrychlení (obr. 11). Pohybová rovniceve smìru kolmém na naklonìnou rovinu nám podle (10) dáváN = F2 = mg cos� : (14)11
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Obr. 11Pohybová rovnice v rovnobì¾ném smìru s naklonìnou rovinou má podle (11)tvar ma = F1 � Ft : (15)Velikost sil F1 a Ft urèíme ze vztahù (10) a (6)ma = mg sin�� fN ;za velikost N dosadíme z rovnice (14) a pro souøadnici zrychlení a dostanemema = mg sin�� fmg cos� ) a = g sin�� fg cos� : (16)Vyu¾ijme podmínku f < f0 < tg�, pro souøadnici zrychlení platí a > 0, nebo»a = g(sin�� f cos�) > g(sin�� tg� cos�) = 0 : (17)Zrychlení má stejný smìr jako okam¾itá rychlost, tìleso tedy bude rovnomìrnìzrychlovat dolù. Pro velikosti sil z pohybové rovnice (15) dostáváme F1 > Ft.Velikost rychlosti a dráhu dopoèítáme pomocí vztahù (1) a (2)v = gt(sin�� f cos�) ; (18)s = 12gt2(sin�� f cos�) : (19)c) U¾ víme, ¾e tìleso zùstává v klidu pro f0 � tg�. Pøedpokládejme nejprve,¾e v0 smìøuje dolù po naklonìné rovinì. Nakreslíme obrázek (obr. 11). Pohy-bová rovnice jema = F1 � Ft = mg sin�� fmg cos� ) a = g(sin�� f cos�) :12
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Obr. 13Pohyb tìlesa závisí na hodnotì souèinitele smykového tøení f .(i) f < tg�. Stejnì jako v (17) uká¾eme, ¾e a > 0, F1 > Ft. Tìleso tedy buderovnomìrnì zrychlovat dolù (viz obr. 11).(ii) f = tg�. Podobnì jako v (17) uká¾eme, ¾e a = 0, F1 = Ft. Tìleso tedybude klouzat rovnomìrným pohybem dolù rychlostí v0 (viz obr. 12).(iii) f > tg�. Tedy a < 0, F1 < Ft, zrychlení má opaèný smìr ne¾ okam¾itárychlost. Tìleso bude pøi pohybu dolù rovnomìrnì zpomalovat, dokud nezastaví(viz obr. 13).Nyní uva¾ujme, ¾e v0 smìøuje nahorupo naklonìné rovinì. Nakreslíme obrázek(obr. 14), ve kterém vyznaèíme pøedpoklá-daný smìr zrychlení. Tøecí síla bude opìtpùsobit proti smìru pohybu, síla F1 nao-pak pùsobí stále stejným smìrem. Proto¾epøi pohybu dolù pùsobila ve smìru pohybu,teï bude síla F1 pùsobit proti jeho smìru.Pohybovou rovnici pí¹eme s drobnými zmì-namima = F1 + Ft = mg sin�+ fmg cos� ;a = g(sin�+ f cos�) > 0 : (20)Zrychlení má opaèný smìr ne¾ rychlost, tì-leso bude pøi pohybu nahoru rovnomìrnìzpomalovat, dokud nezastaví.
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Pøíklad 4 { naklonìná rovina pokrytá srstíMìjme tìleso na naklonìné rovinì, která svírá s vodorovným smìrem úhel �a dole je opatøena zará¾kou. Pøi pohybu dolù má souèinitel smykového tøeníhodnotu f1, pøi pohybu nahoru f2 (to mù¾e být realizováno tak, ¾e naklo-nìná rovina je pokryta kraví srstí). Poèáteèní vzdálenost tìlesa od zará¾kyoznaème d.Urèete, za jak dlouho po odrazu od zará¾ky se tìleso zastaví, pokud jejeho poèáteèní rychlost nulová a odraz je dokonale pru¾ný. Pøedpokládejte, ¾eklidové tøení je dostateènì malé, aby se tìleso zaèalo pohybovat.
� av F1 Ftd Obr. 15 �av F1 FtObr. 16Øe¹eníØe¹ení pøíkladu rozdìlíme na dvì èásti. V první èásti vyøe¹íme pohyb smìremdolù po naklonìné rovinì a ve druhé pohyb nahoru po odrazu od zará¾ky.Výpoèet si zkrátíme tím, ¾e pou¾ijeme výsledky pøíkladu 3.Zaèneme nakreslením obrázku (obr. 15). Z pøedchozího pøíkladu víme, ¾ese tìleso zaène podle (16) pohybovat dolù se zrychleníma = g sin�� f1g cos� :Pohyb smìrem dolù popisují vztahy (18) a (19), pokud za f dosadíme f1. Budenás teï zajímat rychlost, se kterou tìleso narazí na zará¾ku. Podle pøedpokladupøíkladu se toti¾ tìleso odrazí stejnou rychlostí zpìt, tím tedy zjistíme jehopoèáteèní rychlost pro pohyb nahoru. Proto¾e pøi nárazu je s = d, dostanemeze (19) pro dobu do nárazut1 =s 2dg(sin�� f1 cos�) :Dosadíme-li tento vztah do (18), obdr¾íme rychlost nárazuv1 = at1 =p2gd(sin�� f1 cos�) :14



Po odrazu se situace zmìní (viz obr. 16). Tìleso bude pøi pohybu nahorurovnomìrnì zpomalovat se zrychlením (20), pokud za f dosadíme f2a = g sin�+ f2g cos� :Tìleso bude zpomalovat dokud se nezastaví, tedy dokud nebude rychlost tìlesanulová. Ze vztahu (1) mù¾eme tento okam¾ik urèit, kdy¾ dosadíme za v0 poèá-teèní rychlost v1 a za a právì vypoèítané zrychlení. Pro dobu do zastavení t2bude platit0 = v = v1 � at2 ) t2 = v1a = p2gd(sin�� f1 cos�)g sin�+ f2g cos� :Celková doba pohybu je potom dána souètem t = t1 + t2 .Mo¾ná se vám zdá tento pøíklad slo¾itý. Uvìdomte si v¹ak, ¾e jsme pøi vý-poètu nepou¾ili nic víc, ne¾ v prvním pøíkladì. Opìt jsme rozepsali v¹echnypùsobící síly, vypoèítali zrychlení, rychlost a dráhu. V tìchto typech úloh protonení potøeba témìø nic slo¾itého vymý¹let, ale øídit se pouze uvedeným postu-pem výpoètu.2.2 KladkyV dal¹í èásti na¹eho textu se budeme zabývat soustavami hmotných tìles a kla-dek spojenými svislými vlákny a zavì¹enými u stropu. Ve v¹ech pøíkladech bu-deme kladky a vlákna pova¾ovat za ideální. Kladky budou nehmotné a budou semoci otáèet bez tøení. Vlákna budou také nehmotná a navíc nepru¾ná. Velikosttahové síly napínající vlákno bude tedy po celé jeho délce stejná. Rozli¹ujemedva typy kladek:a) pevné { uchycené pevnì ke stropu,b) volné { zavì¹ené na svislých vláknech; jejich støed se mù¾e pohybovat vesvislém smìru.Na¹ím úkolem bude nalézt zrychlení v¹ech tìles a tahové síly vláken. Pokusme seukázat, jakým zpùsobem se má tento typ úloh øe¹it. Na zaèátku si zformulujemepostup øe¹ení.1. Nakreslíme obrázek soustavy. Oznaèíme v nìm volné a pevné kladky. Hmot-nosti tìles budeme znaèit m, do obrázku zakreslíme v¹echny tíhové síly FGpùsobící na tìlesa. Vzájemné pùsobení tìles a kladek se uskuteèòuje po-mocí vláken a je popsáno tahovými silami. Tahová síla vlákna pùsobí v¾dysmìrem od tìlesa a její velikost je pro obì spojená tìlesa stejná. Tahovésíly budeme znaèit T . V¹echny tahové síly vláken pùsobící na tìlesa a volnékladky vyznaèíme do obrázku. 15



2. Do obrázku dále zakreslíme zrychlení ka¾dého tìlesa a , jejich smìr odhad-neme. Rovnì¾ støedu ka¾dé volné kladky pøiøadíme zrychlení a k.3. Úlohu øe¹íme tak, ¾e pro ka¾dé tìleso napí¹eme pohybovou rovnici pro svi-slou souøadnici zrychlení a tìlesama =XF ; (21)kde PF je souøadnice výslednice sil pùsobících na tìleso. Urèíme ji jakosouèet velikostí sil, pøièem¾ síly, které pùsobí ve stejném smìru jako pøed-pokládáný smìr a zakreslený na obrázku, vystupují v souètu s kladnýmznaménkem, naopak síly, které pùsobí proti smìru a , pí¹eme se zápornýmznaménkem. Síly, které na tìleso pùsobí, máme zakreslené v obrázku { jednáse o tíhovou sílu a o tahové síly.4. Jeliko¾ je kladka nehmotná, musí být vyslednice sil, které na ni pùsobí,nulová. Jinak by se kladka pohybovala s nekoneènì velkým zrychlením. Proka¾dou volnou kladku proto pí¹eme rovnici, která vyjadøuje, ¾e vektorovýsouèet tahových sil pùsobících na kladku je nulový.5. Nakonec je¹tì napí¹eme rovnici pro ka¾dé vlákno, která vyjadøuje, ¾e vláknoje nepru¾né. Vlákno spojuje buï dvì tìlesa, nebo tìleso a støed kladky, nebostøedy dvou kladek a nebo je jeho konec pevnì upevnìn. Pøi sestavovánírovnice vlákna vycházíme z následujících tøí pravidela) Zrychlení obou koncù èásti vlákna, které není vedeno pøes ¾ádnou kladku,mají stejnou velikost i smìr.b) Zrychlení èástí vlákna na obou stranách pevné kladky mají stejnou veli-kost a opaèný smìr.c) Jestli¾e na jedné stranì volné kladky má vlákno zrychlení a 1 a na druhéstranì zrychlení a 2, pohybuje se støed kladky se zrychleníma k = 12(a 1 + a 2) : (22)V pøípadì, kdy je vlákno vedeno pøes n volných kladek, mù¾eme kombi-nací tìchto vztahù dostat obecnìj¹í pravidlo. Zrychlení koncù vlákna oznaè-me a 1 a a 2, zrychlení støedù volných kladek, pøes které je vlákno vedeno,oznaème a k1; a k2; : : : ; a kn. Potom platíak1 + ak2 + � � �+ akn = 12(a1 + a2) : (23)
16



Zde je tøeba dodr¾ovat tuto dohodu:{ Pøedpokládaný smìr zrychlení volné kladky orientujeme dolù, je-li vlák-no vedeno pøes volnou kladku horem, a nahoru, je-li vlákno vedeno spo-dem.{ Pøedpokládaný smìr zrychlení konce vlákna orientujeme dolù, je-li ko-nec vlákna zakonèen shora dolù, a nahoru, je-li vlákno zakonèeno zdolanahoru. Pevný konec vlákna má ov¹em zrychlení nulové.6. Nyní ji¾ máme dostatek rovnic, abychom mohli soustavu vyøe¹it. Nezná-mé jsou souøadnice zrychlení tìles a kladek a velikosti tahových sil vláken,hmotnosti tìles známe. Pokud souøadnice zrychlení vyjde záporná, znamenáto, ¾e skuteèný smìr zrychlení je opaèný, ne¾ jsme vyznaèili na obrázku.Zaèneme velmi jednoduchým pøíkladem, na kterém si uká¾eme, jak právìformulovaná pravidla pou¾ít.Pøíklad 5 { pevná kladkaMìjme soustavu dvou tìles s kladkou podle obrázku 17, která je na poèátkuv klidu. Hmotnost prvního tìlesa je m1 = 2;8 kg, hmotnost druhého je m2 == 1;3 kg. Vypoèítejte zrychlení tìles a sílu, kterou je napínáno vlákno.Øe¹eníDo obrázku zakreslíme tíhové, tahové síly a v¹echnazrychlení (obr. 17). Pøedpokládáme, ¾e tì¾¹í tìleso budeklesat a lehèí stoupat, co¾ odpovídá na¹í zku¹enosti. Ta-hové síly na koncích lana oznaème T . Napi¹me pohybovérovnice obou tìles podle (21), dáváme pøitom pozor naznaménka m1a1 = m1g � T;m2a2 = �m2g + T: m2 m1T TFG1FG2 a 1a 2 Obr. 17V soustavì není ¾ádná volná kladka, pøistupme proto rovnou k bodu 5. Projediné vlákno, které je vedeno pøes pevnou kladku, doplníme soustavu rovnicía 1 = �a 2:Proto¾e vektory a 1 a a 2 jsme nakreslili opaèným smìrem, pro souøadnice platía1 = a2:17



Máme tak tøi rovnice pro tøi neznámé a1, a2 a T . Vyøe¹ením dostanemea1 = a2 = m1 �m2m1 +m2 g = 3;6 m�s�2; T = 2m1m2gm1 +m2 = 17 N;Tì¾¹í tìleso se bude skuteènì pohybovat a zrychlovat dolù.Pøíklad 6 { volná kladkaNa volné kladce je zavì¹eno tìleso o hmotnosti m2 = 60 kg. Volný konec vláknaje veden pøes pevnou kladku a je na nìm zavì¹eno tìleso o hmotnosti m1 == 20 kg. Vypoèítejte zrychlení obou tìles a tahovou sílu vlákna.Øe¹eníSituace je znázornìna na obrázku 18, ve kterém jsou vyznaèeny tíhové a ta-hové síly T1 a T2. Zrychlení volné kladky jsme oznaèili a k. Napi¹me pohybovérovnice pro obì tìlesam1a1 = m1g � T1 ;m2a2 = �m2g + T2 :Rovnováha sil na volné kladce dává2T1 = T2 :Zbývá napsat rovnice pro obì vlákna. Pro první,které je napínáno silou T1, podle (22) platía k = 12(0� a 1) ) ak = 12a1a pro druhé vlákno platía k = a 2 ) ak = a2 :
m1m2

T1 T1 T1�T2T2 FG1FG2
a 1a 2

a k
Obr. 18Sestavili jsme pìt rovnic pro neznámé a1, a2, ak, T1 a T2. Jejich vyøe¹enímobdr¾ímea1 = �2(m2 � 2m1)4m1 +m2 g = �2;8 m�s�2 ; a2 = �m2 � 2m14m1 +m2 g = �1;4 m�s�2 :Obì souøadnice zrychlení vy¹ly záporné, soustava tedy bude zrychlovat opaè-ným smìrem, ne¾ jsme pøedpokládali. Volná kladka s tì¾¹ím tìlesem bude18



zrychlovat dolù. Vlákno je napínáno silou velikostiT1 = 3m1m2g4m1 +m2 = 250 N :Pøíklad 7 { dvì kladky a tøi tìlesaMìjme soustavu se dvìma kladkami, jak je znázornìno na obrázku 19. Hmot-nosti tìles jsou po øadì m1, m2, m3. Urèete zrychlení ka¾dého tìlesa a tahovésíly vláken.Øe¹eníNakreslíme obrázek (obr. 19) a vyznaèíme v nìm tíhové a tahové síly a pøed-pokládané smìry zrychlení tìles a volné kladky. Tahové síly ve vláknech oznaè-me T1 aT2 podle obrázku, zrychlení volné kladky je a k. Pokraèujme pohybovourovnicí pro první tìleso, na nìj pùsobí kromì tíhy tahová síla vlákna T1m1a1 = �m1g + T1 ;podobné pohybové rovnice mají i druhé a tøetí tìlesom2a2 = m2g � T2 ; m3a3 = m3g � T2 :V soustavì se vyskytuje volná kladka, síly pùsobícína ni musí být v rovnovázeT1 = 2T2 :Druhé a tøetí tìleso jsou spojeny vláknem, které jevedeno pøes volnou kladku, napi¹me pro nìj rovnicidle (22)a k = 12(a 2 + a 3) ) ak = 12(a2 + a3) :Druhé vlákno, které spojuje první tìleso s volnoukladkou, má rovnicia 1 = �a k ) a1 = ak :
m1 m2 m3

T1 T1T2 T2�T2 �T2FG1 FG2 FG3
a 1 a ka 2 a 3Obr. 19Dohromady máme ¹est rovnic pro ¹est neznámých a1, a2, a3, ak, T1 a T2.Dosazením z posledních dvou rovnic do prvních tøí dostaneme12m1(a2 + a3) = 2T2 �m1g ; m2a2 = m2g � T2 ; m3a3 = m3g � T2 ;19



z toho a2 + a3 = 4T2m1 � 2g ; a2 = g � T2m2 ; a3 = g � T2m3 :Odeètením druhé a tøetí rovnice od první a úpravou dostanemeT2 = T12 = 4g1m2 + 1m3 + 4m1 :Odtud ji¾ snadno po úpravách pro souøadnice zrychlení obdr¾ímea1 = ak = 8g4 + m1m2 + m1m3 � g ;a2 = g � 4g1 + m2m3 + 4m2m1 ; a3 = g � 4g1 + m3m2 + 4m3m1 :Vidíme, ¾e i øe¹ení pøíkladù s kladkami je více ménì mechanická zále¾itost.Pokud dodr¾íme v¹echna pravidla výpoètu, která jsme formulovali na zaèátku,musíme dojít ke správnému výsledku.2.3 Soustavy s naklonìnou rovinou a spojené vláknemV poslední kapitole na¹eho výkladu spojíme novì nabyté znalosti dohromady.Budeme toti¾ øe¹it naklonìné roviny, na nich¾ jsou umístìny kladky. Proto¾ev¹echna potøebná pravidla k výpoètu ji¾ byla øeèena, pøejdeme hned k pøíkla-dùm.Pøíklad 8 { naklonìná rovina s kladkouMìjme soustavu zobrazenou na obrázku 20. Rozhodnìte, jakým smìrem se budesoustava pohybovat za pøedpokladu, ¾e byla na poèátku v klidu, pokud znátehmotnosti m1, m2 a úhel mezi naklonìnou a vodorovnou rovinou �. Tøecí sílaje malá, proto neumusíte tøení uva¾ovat.Øe¹eníZvolme smìr a 1 a a 2 podle obrázku 20. Do obrázku pro zjednodu¹ení zakreslímejen ty síly, které mají pohybový úèinek { tíhovou sílu FG1 pùsobící na visícítìleso a sílu F1, co¾ je pohybová slo¾ka (rovnobì¾ná s naklonìnou rovinou)tíhové síly FG2 pùsobící na le¾ící tìleso. Tahové síly pùsobící na koncích vlákna20



oznaèíme T a T 0, podle (8) musí platit T = T 0. Nyní mù¾eme napsat pohybovérovnice pro obì tìlesa a rovnici vláknam1a1 = m1g � T ;m2a2 = �m2g sin�+ T ;a1 = a2 :Opìt se jedná o soustavu tøí rovnico tøech neznámých a1, a2, T . Pro souøad-nice zrychlení dostanemea1 = a2 = m1 �m2 sin�m1 +m2 g : � m2 m1T T 0F1 FG1a 2 a 1Obr. 20Soustava se bude pohybovat oznaèeným smìrem, pokud bude a1 > 0, nebolim1g �m2g sin�m1 +m2 > 0 ) m1 > m2 sin� :Pokud platí m1 < m2 sin�, bude se soustava pohybovat opaèným smìrem.V pøípadì rovnosti m1 = m2 sin� zùstane soustava v klidu.Na závìr spojme v¹echny na¹e znalosti a vyøe¹me následující dva pøíklady.Pøíklad 9 { dvì naklonìné rovinyMìjme soustavu dvou stejných tìles spojených vláknem na dvou k sobì kolmýchnaklonìných rovinách (viz obr. 21). Známe hmotnosti tìlesm a úhel � < 45�.a) Rozhodnìte, pro jakou hodnotu souèinitele klidového tøení f0 zùstanesoustava v klidu.b) Urèete, s jakým zrychlením se dá soustava do pohybu, není-li splnìnapodmínka v úkolu a).Øe¹eníPokud øe¹íme slo¾itìj¹í soustavy, nemusí být na první pohled jasné, jaký smìrmají klidové tøecí síly. Na tomto pøíkladì si uká¾eme jak postupovat.Budeme uva¾ovat, ¾e soustava je na poèátku v klidu a nepùsobí na ni ¾ádnétøecí síly. Nakreslíme obrázek (obr. 21) a zakreslíme do nìj pro zjednodu¹enípouze síly s pohybovým úèinkem. Jedná se o slo¾ky tíhových sil F1 a F 01 rovno-bì¾né s naklonìnou rovinou, tahové síly T a T 0 (platí T = T 0). Dále do obrázkuzakreslíme pøedpokládané smìry zrychlení tìles. Napi¹me pohybové rovnice pro21



první a druhé tìleso (vyu¾ijeme vztahu sin (90� � �) = cos�) a rovnici provlákno ma = �F1 + T = �mg sin�+ T ;ma0 = F 01 � T 0 = mg cos�� T ;a = a0 :Vyøe¹ením soustavy dostanemea = a0 = 12(cos�� sin�) > 0 :Souøadnice zrychlení a je kladná, proto¾e � < 45�. Zrychlení má tedy pøedpo-kládaný smìr podle obrázku, soustava se bude pohybovat doprava (pokud bynám souøadnice zrychlení vy¹la záporná, pohybovala by se doleva, a pokud byvy¹la nulová, soustava by byla v rovnováze).
� 90���m mT T 0a a 0F1 F 01Obr. 21 � 90���m mT T 0a a 0Ft F 0tF1 F 01Obr. 22a) Nyní jí¾ víme, jakým smìrem se má soustava tendenci pohybovat, a mù¾emepodle toho do obrázku (obr. 22) zakreslit tøecí síly. Vy¹etøíme, kdy zùstanesoustava v klidu. Pi¹me proto rovnice silové rovnováhy pro obì tìlesa0 = �mg sin�+ T � Ft ;0 = mg cos�� T � F 0t :Pro klidovou tøecí sílu platí (7), seètením obou rovnic dostanememg(cos�� sin�) = Ft + F 0t � f0(N +N 0) = f0mg(cos�+ sin�) ;odtud obdr¾íme hledanou podmínkuf0 � cos�� sin�cos�+ sin� :
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b) Soustava se dá do pohybu doprava, tøecí síly mají stejný smìr jako v klidu,mù¾eme tak opìt vyu¾ít obrázek 22. Pohybové rovnice jsou (platí a0 = a)ma = �mg cos�+ T � fmg sin� ;ma = mg sin�� T � fmg cos� :Vyøe¹ením dostaneme vztah pro souøadnici zrychlenía = 12 [g(cos�� sin�)� fg(cos�+ sin�)] :Proto¾e f < f0 < cos�� sin�cos�+ sin�je a > 0, soustava bude skuteènì zrychlovat doprava. Sami si mù¾ete rozmysletpohyb soustavy, pokud ji udìlíme poèáteèní rychlost doleva.Pøíklad 10 { kvádr na klínuNa obrázku 23 je soustava dvou tìles. Kvádr o hmotnosti m, který je pøivázánke zdi ideálním lanem, le¾í v klidu na klínu o hmotnostiM . Tøení mezi tìlesy jenulové, klín je opatøen koleèky a pohybuje se bez odporu, kladka je nehmotnáa otáèí se bez tøení. Urèete zrychlení klínu.
FG2N2FG1N T �T 0�T T 0F�Nak a?a A� Obr. 23Øe¹eníZaènìme tím, ¾e popí¹eme v¹echny síly, které na vozík ve tvaru klínu a nakvádr pùsobí. Síly jsou znázornìny na obrázku 23. Na kvádr pùsobí tíhové polesilou FG1, vozík normálovou silou N a lano tahovou silou T . Podle zákona akcea reakce bude kvádr pùsobit na vozík silou �N . Dále na vozík pùsobí tíhové23



pole silou FG2, podlo¾ka, po které vozík jezdí, normálovou silou N2 a koneènìlano silou F . Síla F vzniká v dùsledku ohybu lana na kladce.Pøistupme nyní k sestavení pohybových rovnic. Zrychlení kvádru oznaème aa zrychlení vozíku A. Pohybové rovnice pro kvádr ve smìru rovnobì¾ném s na-klonìnou rovinou resp. ve smìru kolmém k naklonìné rovinì jsoumak = mg sin�� T ;ma? = mg cos��N :Zde je nutné si uvìdomit, ¾e a? 6= 0, proto¾e se klín mù¾e volnì pohybovatnarozdíl od pevné naklonìné roviny. Pro klín napí¹eme jen jednu pohybovourovnici, a to ve vodorovném smìru, nebo» ve svislém smìru se nepohybujeMA = N sin�+ Fx ;kde Fx znaèí velikost vodorovné slo¾ky síly F . Ve vodorovném smìru dle obr. 24dostáváme Fx = T (1� cos�) :T 0T FFy Fx� �2Obr. 24
AA0 a a?ak ��2Obr. 25Nyní se dostáváme k obtí¾nìj¹í èásti øe¹ení pøíkladu. Máme zatím ètyøirovnice pro ¹est neznámých ak, a?, A, N , T a Fx. Budeme k nim proto musetpøidat dal¹í dvì rovnice, které dostaneme z vazbových podmínek pro pohybkvádru. Pokud je hmotnost klínu výraznì vìt¹í ne¾ hmotnost kvádru, le¾í kvádrstále na klínu. Pohyb kvádru se tak skládá z pohybu klínu a pohybu konce lana,který se vzdaluje od kladky, jak se vozík pøibli¾uje ke stìnì. Vozík se pohybujeke stìnì se zrychlením A. Proto¾e je délka lana konstantní, vzdaluje se kvádrod kladky se zrychlením A0 stejné velikosti. Podle obr. 25 bude tedy platitak = A�A cos� ;nebo» od velikosti zrychlení A, se kterým se kvádr vzdaluje od kladky, musímeodeèíst prùmìt zrychlení vozíku do smìru ak. Podobnì a? je dáno prùmìtemzrychlení vozíku do smìru kolmého na naklonìnou rovinua? = A sin� :24



Soustavu ¹esti rovnic pro ¹est neznámých mù¾eme pøepsat na soustavu tøírovnic mA(1� cos�) = mg sin�� T ;mA sin� = mg cos��N ;MA = N sin�+ T (1� cos�) :Vyøe¹ení této soustavy pro A, N a T je jen otázkou bì¾ných matematickýchvýpoètù, proto je nebudeme uvádìt. VycházíA = mg sin�M + 2m(1� cos�) ;co¾ je hledaná velikost zrychlení vozíku. Velikosti normálové síly a tahové síly,které pùsobí na kvádr, jsouN = mg cos�� m2g sin2 �M + 2m(1� cos�) ;T = mg(M +m(1� cos�)) sin�M + 2m(1� cos�) :
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3 Úlohy1. Periodický pohybTìleso o hmotnosti m = 0;20 kg le¾í na naklonìné rovinì ve vzdálenostid = 0;50 m od zará¾ky (viz obr. 26). Vypoèítejte periodu jeho pohybu, je-li� = 30�. Pøedpokládejte, ¾e odraz je dokonale pru¾ný a tøení neuva¾ujeme,nebo» tøecí síla je malá.2. Dojezd na rovinuLy¾aø sjí¾dí kopec o vý¹ce h = 10 m a úhlu stoupání � = 15�. Souèinitelsmykového tøení mezi ly¾í a snìhem je f = 0;10.a) Urèete ly¾aøovu rychlost pøi pøejezdu na vodorovnou rovinu.b) Vypoèítejte, jak daleko ly¾aø dojede na vodorovné rovinì, ne¾ zastaví.
� mdObr. 26: K úloze 1 � �Obr. 27: K úloze 33. Dvì rovinyMìjme dvì naklonìné roviny. První má úhel sklonu � = 30�, druhá � = 40�.Malé tìleso se na zaèátku nachází ve vý¹ce h = 5;0 m na druhé naklonìnérovinì. Vypoèítejte, za jak dlouho se tìleso opìt dostane do poèáteèní po-lohy. Tøení je malé, proto ho nemusíte uva¾ovat, pøechod mezi naklonìnýmirovinami je plynulý.4. Pøibli¾ování kmenùPokácené kmeny lesních stromù byly pøibli¾ovány k cestì traktorem. Vzhle-dem k lesnímu porostu bylo nutno pou¾ít pevné kladky podle náèrtkuna obr. 28. Urèete velikost tahové síly F traktoru, je-li hmotnost kmenum2 = 200 kg, hmotnost traktoru m1 = 3000 kg a pøi rozjí¾dìní udìlil trak-tor kmenu zrychlení g=20. Tøecí síla pùsobící na kmen má velikost 800 N.

Obr. 28: K úloze 426



5. Pád tìles na pevné kladceUva¾ujte dvì kostky zavì¹ené na pevné kladcepodle obr. 29. První z nich má hmotnost m1 == 1;0 kg, druhá má hmotnost m2 = 1;1 kg.Vypoèítejte, za jak dlouho se druhá kostka do-tkne zemì, je-li její poèáteèní vý¹ka nad zemíh = 1;0 m.6. Dvì pevné kladkyMìjme soustavu tøí kladek podle obr. 30, kteráje na poèátku v klidu. Urèete zrychlení v¹echtøí tìles a tahovou sílu vlákna. U v¹ech tìlestaké urèete smìr pohybu. Hmotnosti tìles jsoum1 = 1;0 kg, m2 = 2;0 kg a M = 5;0 kg.
m1m2 hObr. 29: K úloze 57. Dvì volné kladkyUva¾ujte soustavu kladek podle obr. 31, která je obtí¾nìj¹í variantou pøí-kladu 7. Urèete zrychlení v¹ech ètyø tìles a tahové síly vláken.

m1 m2MObr. 30: K úloze 6 m1 m2m3 m4Obr. 31: K úloze 7 MmObr. 32: K úloze 88. Zamotané kladkyProstudujte si soustavu na obr. 32.a) Visí-li na levém konci lana záva¾í o hmotnosti m, vypoèítejte zrychlenítìlesa o hmotnosti M .b) Urèete hmotnost pravého záva¾íM , které udr¾í v klidu levé záva¾í o hmot-nosti m = 10 kg. 27



9. Výtah na ruèní pohonMìjme výtah o hmotnosti M , který je povì¹en na lanì pøes pevnou kladku.Za druhý konec lana tahá silou o velikosti F èlovìk, který stojí v onomvýtahu. Jeho hmotnost je m. Urèete zrychlení výtahu.

Obr. 33: K úloze 9 � mmObr. 34: K úloze 10
m1 m2Obr. 35: K úloze 1110. Spojená tìlesaNa naklonìné rovinì jsou dvì tìlesa o hmotnosti m = 2;0 kg spojená vlák-nem. Souèinitel klidového a smykového tøení mezi dolním, resp. hornímtìlesem a naklonìnou rovinou je f01 = 0;30 a f1 = 0;20, resp. f02 = 0;50a f2 = 0;40.a) Co musí platit pro sklon naklonìné roviny �, aby se soustava sama dalado pohybu?b) Urèete zrychlení soustavy, je-li � = 30�.c) Urèete velikost tahové síly vlákna T pro stejný sklon naklonìné rovinyjako v b).11. Na hranì stoluTìleso, které le¾í na stole, je pøes kladku spojeno s tìlesem, které volnìvisí. Hmotnost prvního tìlesa je m1, hmotnost druhého je m2 a souèinitelklidového a smykového tøení mezi prvním tìlesem a stolem je f0 a f .a) Rozhodnìte, pro jaké hodnoty f0 se soustava sama zaène pohybovat.b) Urèete zrychlení soustavy.12. Kvádr a dvì krychleMáme dánu soustavu podle obr. 36, která je na poèátku v klidu. Souèinitelklidového tøení mezi stolem a krychlí je f0. Urèete, jakou hmotnost M28



musí visící kvádr, aby se soustava zaèala pohybovat na jeho stranu, pokudzbývající dvì krychle mají hmotnost m.
M mm

Obr. 36: K úloze 12 � �
m2m1 m3Obr. 37: K úloze 1313. Pohyb soustavy se tøenímNa obrázku 37 je znázornìna soustava tøí tìles, kteráse na poèátku pohybuje zprava doleva. Urèete jejízrychlení a tahové síly vláken pøi hmotnostech tì-lesa) m1 = 5;0 t, m2 = 2;0 t, m3 = 1;0 tb) m1 = 15;0 t, m2 = 2;0 t, m3 = 1;0 ta hodnotì souèinitele smykového tøení f = 0;60. Na-klonìné roviny mají sklon � = 40�, � = 50�.14. KladkostrojNa obrázku 38 je náèrtek kladkostroje, kde m == 5;0 kg a M = 30 kg.a) Urèete smìr a velikost zrychlení obou tìles a ta-hovou sílu vlákna.b) Jaký musí být pomìr hmotností tìlesM=m, aby sesoustava po poèáteèním impulsu pohybovala bezzrychlení?

mMObr. 38: K úloze 14
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Výsledky úloh1. Perioda pohybu je T = 2s 2dg sin� = 0;90 s :2. a) Na konci svahu dosáhne ly¾aø rychlostiv =r2hg(sin�� f cos�)sin� = 11 m�s�1 = 40 km=h :b) A na rovinì dojede do vzdálenostis = h(sin�� f cos�)f sin� = 63 m :3. Tìleso se dostane do poèáteèní polohy za dobut = 2s2hg � 1sin� + 1sin�� = 7;2 s :4. Oznaèíme-li a velikost zrychlení traktoru, dostanemeF = (m1 +m2)a+ Ft = 2400 N :5. Zemì se dotke kostka o hmotnosti m2 za dobut =s2h(m1 +m2)g(m2 �m1) = 2;1 s :6. Zrychlení v¹ech tìles orientujeme dolù, pro jejich souøadnice pak vycházía1 = g � 4g1 + m1m2 + 4m1M = �1723 g ; a2 = g � 4g1 + m2m1 + 4m2M = 323 g ;prostøední tìleso má souøadnici zrychleníA = g � 8g4 + Mm1 + Mm2 = 723 g :30



Tìlesa o hmotnostech m2 a M se budou pohybovat dolù, tìleso o hmot-nosti m1 se bude pohybovat nahoru. Tahová síla vlákna má velikostT = 4g1m1 + 1m2 + 4M = 17 N :Porovnáme-li tyto výsledky s výsledky, ke kterým jsme do¹li v pøíkladu 7,zjistíme, ¾e jsou stejné. Soustavy na obrázcích 19 a 30 jsou tudí¾ ekviva-lentní (tìlesa o hmotnostech m1, m2 a m3 na obr. 19 odpovídají tìlesùmo hmotnostech M , m1 a m2 na obr. 30). Napi¹me si je¹tì obecné podmínkypro pohyb tìles. Tìleso o hmotnosti m1 se bude pohybovat dolù, pokudm1 > 3m2M4m2 +M ;tìleso o hmotnosti m2 se bude pohybovat dolù, pokudm2 > 3m1M4m1 +M ;a prostøední tìleso se bude pohybovat dolù, pokudM > 4m1m2m1 +m2 :7. Tahovou sílu levého vlákna oznaème T1, tahovou sílu pravého vlákna T2a tahovou sílu vlákna vedeného pøes pevnou kladku oznaème T . Zrychlenív¹ech tìles orientujme dolù. Dostávámea1 = g � 4g1 + m1m2 + m1m3 + m1m4 ; a2 = g � 4g1 + m2m1 + m2m3 + m2m4 ;a3 = g � 4g1 + m3m1 + m3m2 + m3m4 ; a4 = g � 4g1 + m4m1 + m4m3 + m4m3 :Tahové síly mají velikostiT = 2T1 = 2T2 = 8g1m1 + 1m2 + 1m3 + 1m4 :
31



8. a) Velikost tahové síly vlákna, na kterém visí tìleso o hmotnosti m, ozna-èíme T1, velikost tahové síly druhého vlákna oznaèíme T2, zrychlení le-vého tìlesa je a 1, pravého tìlesa (a pravé volné kladky) a 2 a levé volnékladky a k (viz obr. 39). Pohybové rovnice obou tìles, rovnice rovnováhysil na volné kladce a rovnice obou vláken jsouma1 = mg � T1 ;Ma2 = �Mg + 2T1 + T2 ;2T1 = T2 ;ak + a2 = 12a1 ;ak = a2 :Øe¹ením této soustavy dostávámea2 = 4m�MM + 16m g :b) Soustava bude v rovnová¾ném stavu, pokudM = 4m = 40 kg : MmFG1 FG2�T1T1 T2T1�T1 T2�T1a 1a k a 2Obr. 399. Na èlovìka a na výtah pùsobí smìrem dolù tí-hová síla o velikostiFG = (M +m)g :Nahoru pùsobí síla o velikosti 2F (lano tahá ka-binu silou velikosti F , na èlovìka pùsobí reakceo velikosti F ). Napi¹me si pohybovou rovnicivýtahu (zrychlení orientujeme nahoru)(M +m)a = 2F � (M +m)g ;odtud dostávámea = 2FM +m � g : F
�F

�Fmg
Mg a

Obr. 4010. a) Soustava se sama dá do pohybu, pokud pro sklon roviny platítg� > f01 + f022 ) � > 22�:32



b) Soustava zrychluje dolù po naklonìné rovinì, velikost zrychlení jea = 12(2 sin�� (f1 + f2) cos�)g = 2;4 m�s�2:c) Tahová síla vlákna má velikostT = 12mg(f2 � f1) cos� = 1;7 N :11. a) Soustava se zaène pohybovat za pøedpokladu, ¾ef0 < m2m1 :b) Visící tìleso zrychluje dolù, velikost zrychlení soustavy jea = m2 �m1fm1 +m2 g :12. Kvádr musí mít hmotnost M > m(1 + f0) :13. a) Velikost tahové síly levého resp. pravého vlákna oznaème T1 resp. T2.Zrychlení soustavy a orientujeme ve smìru pohybu. Vycházía = m1(sin�� f cos�)�m2f �m3(sin� + f cos�)m1 +m2 +m3 g ;T1 = m1m3g(sin�� f cos�+ sin� + f cos�)m1 +m2 +m3 ++ m1m2g(sin�� f cos�+ f)m1 +m2 +m3 ;T2 = m1m3g(sin�� f cos�+ sin� + f cos�)m1 +m2 +m3 ++ m2m3g(sin� + f cos� � f)m1 +m2 +m3 ;po èíselném dosazenía = �1;76 m�s�2; T1 = 17;8 kN ; T2 = 9;5 kN :Soustava tedy bude zpomalovat a¾ do té doby, ne¾ zastaví.33



b) Po èíselném dosazenía = 0;22 m�s�2; T1 = 23;7 kN ; T2 = 11;5 kN :Soustava bude zrychlovat.14. a) Zrychlení A tìlesa o hmotnosti M orientujeme dolù a zrychlení a tìlesao hmotnosti m orientuje nahoru. Potom pro souøadnice platía = 4A = 4(M � 4m)16m+M g = 3;6 m�s�2;tahová síla vlákna je T = 5mMg16m+M = 67 N :Tìleso o hmotnosti M bude zrychlovat smìrem dolù, druhé tìleso budezrychlovat nahoru.b) Soustava bude v rovnová¾ném stavu, pokudM=m = 4 :
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