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Uvod

Dostavate do rukou druhou é&ast studijniho textu Ulohy z mechaniky. Vyklad
pfirozené navazuje na prvni dil [3] a rovnéZz vychazi ze znalosti uéiva ucéeb-
nice [1]. Text se snazi systematicky a v Gsporné nauéit fesit jednodussi tlohy
o otacejicich se télesech podobné tém, které jsou zadavany v jednotlivych kolech
Fyzikalni olympiady.

V prvni kapitole si zopakujeme pojem tézisté soustavy Castic a zformulujeme
zékon pro pohyb tézisté. V dalsi kapitole se jiz zabyvame popisem otacivého
pohybu a zakony, které pro néj plati za jistych zjednodusujicich predpokladii.
V posledni kapitole fesime rizné priklady o soustavach, jejichz ¢asti konaji
otacivé pohyby. Doufame, Zze pravé nad ukézkou feSeni nékterych tloh 1épe
pochopite obecny postup, ktery je platny pfi feSeni takovychto tloh — tj. sys-
tematicky sestavit pohybové rovnice pro jednotliva télesa soustavy a vazebné
rovnice, které svazuji pohyb ¢asti soustavy.

Na konci textu najdete lohy k samostatnému feSeni, na kterych si mtizete
vyzkouset, jak dobre jste vyklad pochopili, a procvicit si feSeni zadanych tloh.

1 Soustavy castic

1.1 Teéziste

V pfedchozim studijnim textu [3] jsme se zabyvali pfimocarym posuvnym po-
hybem téles. Nyni budeme pfemyslet nad slozitéjsimi pohyby. Pfitom zjistime,
ze kazdé téleso ma vyznacny bod, ktery se chova tak, jako by v ném byla sou-
stfedéna vSechna hmota télesa a pisobily v ném vSechny vSechny sily, které
plsobi na téleso. Tento bod nazyvame tézisté. Pro dané téleso ho nalezneme
nasledujicim postupem.

Nejprve si zvolime vztaznou soustavu, ve které bude téleso v klidu (napii-
klad pro micek lezici na stole soustavu spojenou se stolem), a v ni zavedeme
kartézské souradnicové osy. Potom muzeme kazdému bodu télesa prifadit po-
lohovy vektor r

r=uxi+yj+ zk,

ktery spojuje pocatek soustavy soufadnic a dany bod, i, j a k jsou jednotkové
vektory kartézské soustavy souradnic. Jestlize je téleso tvoreno N casticemi,



pak pro polohu t&7isté plati!

rr =

1
m !
K2

M=

1

mili,

(1)

kde ¢ predstavuje identifikacni ¢islo ¢astice, r; je jeji polohovy vektor, m; je
jeji hmotnost a m je celkova hmotnost soustavy vsech c¢astic. Priklad nalezeni

téziste soustavy dvou castic o hmotnostech m; = 1kg a ms = 2kg je na
obrazku 1.
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Mnoho téles, se kterymi se budeme setkdvat, mé uréitou symetrii (napii-
klad osovou nebo rovinnou). Poloha téZisté takového symetrického homogen-
niho télesa s jeho symetrii izce souvisi. Té€zist€ homogenniho télesa se stredovou
symetrii lezi v jeho stfedu symetrie (koule m4 t&zisté ve svém stiedu), osové
symetrické téleso ma té7isté na své ose (t6zisté valce je na jeho ose). Podobné

v

tézisté télesa s rovinnou symetrii lezi v roviné symetrie.

Priklad 1 — kruhova deska s otvorem

MV

Naleznéte t&zisté homogenni kruhové desky o poloméru R vSude téze tloustky
s kruhovym otvorem podle obrazku 2.

IToto je ve skutecnosti definice hmotného stiedu soustavy, t&zisté je definovano jako
pusobisté tihové sily. Oba body jsou vsak totozné, proto si dovolime hmotny stied oznacovat



Obr. 2

Reseni

Piedné si vSimneme, Ze téleso je osové symetrické (pokud uvazujeme pouze

Movey

primét bodt télesa do roviny podle obr. 2), tézisté tedy lezi na této ose, kterou
oznacime x (poéatek zvolime ve stfedu kruhové desky). Staci tedy nalézt x-ovou

MV

Kdyby v sobé kruhova deska neméla otvor, pak by jeji hmotnost byla m;.
Vypoditame plosny obsah celého kruhu P a otvoru P’. Ziejmé

P =nR2.

Polomér vyfiznutého otvoru je R/2, plati proto

2
- (BY _1 o 1
P TE<2> —4TER 74P.

Hmotnost m kruhové desky s otvorem proto je

1 3
m=m;— My = —My.
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1.2 Prvni impulzova véta

T = —(M1x1 +Mmox2) = —
T m(11 272) 3my

v

v



splnuje rovnici

(2)

kterou nazyvame prvni impulzova véta. Vysvétlime vyznam vsech velic¢in
vystupujicich v rovnici.

‘ mar =Y, Fongjsi

e m je celkovd hmotnost soustavy ¢astic,

Vv

® > Fungjsi je vektorovy soucet vSech wnéjsich sil (tj. sily, kterymi pisobi
okolni objekty na ¢astice nasi soustavy). Vnitini sily (tj. sily, kterymi na
sebe navzajem pisobi ¢astice soustavy) do této vyslednice nezapocita-
vame, protoze se dle zakona akce a reakce navzajem vyrusi.

Rovnice (2) mé stejny tvar jako druhy Newtoniv pohybovy zdkon pro

v

vvey

me jeho celkovou hmotnost a vyslednici vnéjsich sil. Uvédomte si, Ze nam ne-
dava zadnou informaci o zrychleni jednotlivych ¢astic soustavy.

O tom, jak urcit sily, které na ¢astice pisobi, pojednéval minuly dil tohoto
studijniho textu Ulohy z mechaniky I [3].

Priklad 2 — exploze strely

Néaboj byl vysttfelen rychlosti v pod eleva¢nim tthlem «, v nejvysim bodé své
trajektorie se explozi rozpadl na dvé ¢asti o stejné hmotnosti. Jedna ¢ast ziskala
po vybuchu nulovou rychlost vzhledem k zemi a zacala padat dolt. Urcete, do
jaké vzdalenosti od déla dopadne prvni a druhd ¢ast stiely. Pro jednoduchost
uvazujte, ze vystiel probéhl ve vakuu.

Y

T TT T2 T Obr. 3



Reseni

Myslena soustava ¢astic bude predstavovat cely naboj. Na tuto soustavu pusobi

N

pouze jedna vnéjsi sila — tihova sila Fg. Rozpad ndboje na dvé ¢asti zptsobily
vnitni sily. Prvni impulzové véta (2) ma tvar
marm = F(;,

néboje se bude pohybovat po parabole (Sikmy vrh vzhiiru), pro soufadnice

vvoev

téziste plati

1
rT =vtcosa, yp =vtsina — §gt2.

v

2usin a
p .

1=

N4

V tomto ¢ase dopadnou na zem i obé ¢asti stfely, protoze obé padaji se stejnym
svislou soufadnici rychlosti.
Dosazenim ¢asu t; do vztahu pro xT ur¢ime misto, kam tézisté ,,dopadne®,

202 sin a cos «
rr=L=——-—-—.
g

Prvni ¢ast nadboje se oddélila v nejvyssim bodé paraboly a pak padala svisle
dolu, dopadla tedy do vzdalenosti 1 = L/2 od déla. Zname tedy polohu dopadu

tézisté a jedné castice, polohu dopadu druhé uréime ze vztahu vypocet polohy
tézisté (1)

1 1 /1 1 1 1 1
rr=1L= M(mwl +maxa) = - <§m- S+ §mx2> =L+ 572,
odtud dostavame
To = §L

V dalsim textu se budeme zabyvat predevsim tuhymi télesy. To jsou takové
soustavy ¢astic, kde vzdalenosti mezi jednotlivymi ¢asticemi jsou konstantni.
Tuhé téleso je napriklad baseballova palka, Spulka od niti nebo kulicka v lozisku.
Pro tuhd télesa samoziejmé také plati rovnice (2).



2 Otacdeni tuhého télesa

Popisovat obecné pohyb tuhého télesa by bylo nad ramec tohoto textu. Za-
méfime se pouze na rovinny pohyb télesa, kdy vsechny body opisuji rovinné
trajektorie, které lezi ve vzajemné rovnobéznych rovinach. Takové téleso ma
t¥i stupné volnosti (dva translaéni a jeden rotacni).

Rovinny pohyb lze rozlozit na posuvny, kdy vSechny body télesa opisuji
stejné trajektorie, a na otacivy, kde body télesa opisuji kruznice se stiedem
na ose otdceni (viz napiiklad obr. 4). P¥i posuvném pohybu staéi popisovat
polohu jen jednoho referenéniho bodu télesa, jelikoz relativni poloha ostatnich
pohybova rovnice tézisté je prvni impulzova véta.

V této kapitole se podrobnéji zaméfime na druhou slozku pohybu — otacivy
pohyb tuhého télesa.

Obr. 4
Je Gcelné zavést nasledujici vztazné souradnicové soustavy:

e Lorotujici — spojend s rotujicim télesem,

vvoev

e t&Zistovd — spojend s t&Zistém rotujiciho télesa, neotadi se vsak spolu
s télesem (pfesnéji vici inercidlnim soustavam vykondva pouze posuvny

pohyb),

e inercidlni — spojend se zemi, vzhledem k ni vztahujeme pohyb télesa —
soutadnice vektort rychlosti a zrychleni.
Naptiklad korotujici soustava kola rovnomérné pfimocare jedouciho auta se
ot4ci spolu s kolem, t&zistova soustava se pohybuje spolu s autem rovnomérné
pfimocarfe viici zemi (jeji osy maji stale stejny smér). Uvédomte si, Ze t&zistova
soustava muze byt i neinercialni.

2.1 Veli¢iny popisujici otaceni
Pro popis otaceni télesa potfebujeme zavést nékolik novych veli¢in (stejné jako
pro posuvny pohyb jsme zavadéli polohu, rychlost a zrychleni). Na zacatek



zduraznujeme, Ze se budeme zabyvat vyhradné otac¢enim tuhého télesa kolem
osy, ktera je nehybnd v téZistové soustavé. Zajimé nas tedy napiiklad otéceni
kladky kolem pevné osy nebo valeni kola po silnici.

Y

Obr. 5

V korotujici a tézistové soustavé zavedeme kartézské souradnice O'x'y’z’

a Ozyz tak, Ze maji spoledny polatek O = O’ a osa z i 2/ mif{ ve sméru

osy otaceni (viz obr. 5 — osa z i 2/ mif{ kolmo pfed nékresnu). Otoceni télesa

popisujeme veli¢inou whlovd drdha ¢, rozumime ji (hel mezi osami = a z'.

Uhel ¢ mé&fime v radidnech, jedna otacka (360°) odpovida thlu 2r radiant.

Pokud mame thel zadany ve stupnich, plati tedy tento jednoduchy pievodni
T

vztah
pirad = 0.
{ }ra 1800{ }

Vyuzijeme také vektorové veli¢iny whlovd rychlost w, kterd popisuje rych-
lost otaceni, a uhlové zrychleni €, které popisuje zmény rychlosti otaceni. Obé
vektorové veliCiny zavadime v korotujici soustaveé, kde maji konstantni smér.
Smér vektoru thlové rychlosti @ uréime pomoci pravidla pravé ruky. Pokud
pravou dlan prilozime k ose otaceni, aby prsty pravé ruky mitily ve sméru
rotace, potom palec pravé ruky nataZeny ve sméru osy otaceni urcuje smeér
vektoru w. Smér w udava smér osy otaceni, nikoli smér pohybu.

Jestlize se velikost vektoru thlové rychlosti meéni, je nenulovy vektor thlo-
vého zrychleni, ktery ma v pfipadé zrychleného otac¢ivého pohybu stejny smér
jako thlova rychlost a v pfipadé zpomaleného otacivého pohybu smér opacny.
Pti rovnomérné zrychleném otdcivém pohybu ma thlové zrychleni € konstantni
velikost. Potom pro vektor thlové rychlosti w plati

w=w)+ €,

kde wq je poéateéni tthlova rychlost (ithlova rychlost v ¢ase t = 0s).



x’ Obr. 6

V kazdém pripadé, jak jsme fekli, maji vektory thlové rychlosti i thlového
zrychleni pfi rovinnych pohybech konstantni smér, proto neni tfeba pracovat
s vektorovymi veli¢inami, ale pouze s jejich souradnicemi z’. Vektor w i € mi¥
jen ve sméru osy z’ (osy otadeni, viz obr. 6), jejich soufadnice z’ oznac¢ime w a €
(ostatni soufadnice jsou nulové). Soustavu soufadnic budeme volit tak, aby w
bylo kladné pro otaceni proti sméru hodinovych ruci¢ek a zaporné pro otaceni
ve sméru hodinovych ruéicek (tj. smér kladné poloosy z’ volime pfed ndkresnu).
Pak pro w a tthlovou drédhu ¢ rovnomeérné zrychleného otacivého pohybu plati

w=wy+et,

1 5
gpz(p0+wot+§€t ,

kde wg je soufadnice pocatecni tthlové rychlosti a (g je tthlova draha urazena
v Case t = 0.

Na zavér uvedeme znadmé vztahy mezi velikostmi thlovych a polohovych
veli¢in pro jednotlivé body rotujiciho télesa, které konaji pohyb po kruznici se
stfedem na ose otaceni. Ve vSech vztazich bude r znacit vzdalenost bodu od
osy otaceni. Draha, kterou urazi bod na obvodu télesa, je

§=@r,
rychlost bodu na obvodu mé velikost
v=uwr
a obvodové zrychleni (tecné) je
ay = er.
Kromé toho maji rotujici body jesté dosttedivé (normélové zrychleni) o velikosti

an = W2r.

10



2.2 Moment setrvacnosti

Moment setrvacnosti J je veli¢ina, kterd popisuje setrvac¢nost rotujiciho télesa.
Jeho hodnota zavisi na rozlozeni hmoty télesa vzhledem k ose otaceni — velky
moment setrvacnosti maji télesa, které maji hmotu daleko od osy otaceni. Jak
jsem jiz fekli dfive, zajima nés pouze rotace kolem osy, ktera je pevna vzhledem
k télesu. V téchto pripadech je zifejmé moment setrvacnosti télesa konstantni.

Moment setrvacnosti soustavy ¢astic o hmotnostech m; vzhledem k dané

ose je definovan vztahem
_ 2
J =3 mr?,

kde 7; je vzdéalenost i-té castice od osy otaceni. V priipadé spojitého télesa je
tfeba pro vypocet pouzit integralniho poétu. Momenty setrvacnosti nékterych
cich [1], [2] nebo ve studijnim textu [7].

Zname-li moment setrvacnosti Jr télesa vzhledem k néjaké ose prochézejici

tézistém, je snadné urc¢it moment setrvacnosti J vzhledem k jiné ose stejného
sméru. Vztah mezi témito momenty setrvacnosti nazyvame Steinerova véta

J = Jr +md?, (3)

kde m je hmotnost télesa a d vzdalenost uvazovanych rovnobéznych os.

Priklad 3 — moment setrvacénosti étverce

Vypocitejte pomoci Steinerovy véty moment setrvacnosti ¢tvercového obrazce
vzhledem k ose prochazejici stfedem Ctverce, ktera je kolméa na rovinu ctverce.
Hmotnost ¢tverce je m, délka jeho strany je a.

o

OI

|

|

|

|
*H%O____

\

\

x

a

Obr. 7

Reseni

Hledany moment setrvacnosti ¢tverce vzhledem k ose prochézejici bodem O
oznacme Jo(a), ten mize zaviset jen na hmotnosti a rozmeérech obrazce. Fyzi-

11



kalni rozmér momentu setrvacnosti je kg-m?, proto nutné musi platit
2
Jo = Kma*,

kde K je bezrozmérné cislo.

Celou ¢tvercovou desku o strané a a hmotnosti m mizeme podle obrazku 7
rozdélit na ¢ty¥i mensi ¢tvercové desky o strané a/2 a hmotnosti m /4. Moment
setrvacnosti tohoto mensiho ¢tverce vzhledem k ose prochéazejici bodem O’ je

2
1 1 1
JIO/ =K (Zm> <§a) = 1—6Kma2

a vzhledem k ose jdouci bodem O podle Steinerovy véty je

1 1 S 1
Jo=JH + <Zm) (Za\/ﬁ) = 1—6Kma2 + Em(f.

Moment setrvacnosti celé desky mizeme vyjadrit pomoci momentt setrvac-
nosti mensich ¢tverct takto

1 1
Kma® = Jo =4J, = ZKma2 + gma2,
2

z toho K = % a hledany moment setrvacnosti je Jo = %ma .

2.3 Moment sily

Uhlové zrychleni télesa je zptisobeno silou, otaéivy uéinek sily viak také zavisi
na vzdalenosti vektorové primky sily od osy otaceni. Je proto tfeba zavést
veli¢inu moment sily, kterd toto bere v ivahu. Jelikoz osa otaceni je nehybna
v tézistové soustavé, stadi uvazovat vektory sil kolmé na osu otdcéeni. Piesnd
definice momentu sily vzhledem k ose otaceni pak zni

kde r je polohovy vektor ptlisobisté sily F vzhledem k ose otdceni (viz obr. 8).

i Obr. 8

12



Jestlize znate vlastnosti vektorového soudinu, vite, Ze vektor M bude sméfovat
ve sméru osy otafeni (stejné jako vektor uhlové rychlosti a zrychleni) a jeho
velikost bude

M = Frsinp = Fyor=Fr, ,

kde F} je velikost tecné slozky sily F a r) je rameno sily (viz obr. 8).

Ve vsech prikladech budeme pracovat se z-ovou souradnici momentu sily M,
jejiz znaménko uréime podle pravidla pravé ruky (pokud zptisobuje roztaceni
proti sméru hodinovych rucicek, je kladné, v opaéném ptipadé je zaporné).

2.4 Druha impulzova véta

Na zaveér teoretické ¢asti studijniho textu se dostavame k formulaci dilezitého

7 x7 MV

zdkona. Pro tuhé téleso, které se otaci kolem osy nehybné v t&zistové soustave,

plati rovnice
o

kterou nazyvame druha impulzova véta. Vysvétlime vyznam vSech velic¢in
vystupujicich ve vztahu.

e J je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose otaceni,
e ¢ je souradnice thlového zrychleni,

e > M je soufadnice vektorového souc¢tu véech momentt sil vzhledem k ose
otaceni, které pisobi na téleso.

Vsimnéte si, Ze rovnice (4) mé analogicky tvar jako druhy Newtontv pohy-
bovy zakon, ale pii pouziti thlovych veli¢in.

Pomoci druhé impulzové véty urcime thlové zrychleni tuhého télesa, pokud
zname jeho moment setrvacnosti a vyslednici momentt vnéjsich sil.

2.5 Kineticka energie otaceni tuhého télesa

Pro kinetickou energii télesa konajiciho otac¢ivy pohyb, které ma moment setr-
vacnosti J vzhledem k ose otaceni, 1ze odvodit vztah

1
Ek = §JW2, (5)

kde w je souradnice okamzitého tthlové rychlosti. Tento vztah plati pro libovolné

tuhé téleso a je analogii vztahu pro kinetickou energii posuvného pohybu %mv?

13



Priklad 4 — roztacfeni setrvaéniku

7 xs

Teézky setrvacnik o momentu setrvacnosti J roztacime uc¢inkem sil o konstant-
nim momentu M tak, Ze béhem doby t zvétsi svou tthlovou rychlost z poc¢ateéni
nulové hodnoty na hodnotu w.

a) Porovnanim prace vykonané vnéjsi silou p¥i roztaceni setrvacniku a kine-
tické energie, kterou ziskal, ovérte platnost druhé impulzové véty.
b) Uréete moment sily, jestlize J = 12,0kg-m?, ¢t = 220 ms a w = 6,20rad/s.
Reseni
Setrvacénik se roztac¢i rovnomérné zrychlené a plati proto w = et a ¢ = %etz.

a) Setrvacnik pii roztoceni ziskal kinetickou energii
L. o
Eyx = §Jw =231J.

Predpokladejme, Ze na setrvaéniku o poloméru r je namotany motouz, za ktery
tahneme silou o velikosti F', pak je vykonana prace rovna

1 1
W=Fs=Frp= §F7“5t2 = ith

Zména kinetické energie je dle zakona zachovani energie rovna vykonané praci.

1 1 J
SJw?= Mot = Y —Je=M,
2 2 t

coz je druhd impulzova véta.

b) Dopoéitdme jesté velikost momentu sily

M = % — 338N-m.

2.6 Srovnani posuvného a otacivého pohybu

Na zavér druhé kapitoly shrneme zavedené veli¢iny a vztahy, které se tykaji ota-
¢ivého pohybu tuhého télesa okolo pevné osy, a najdeme odpovidajici veli¢iny
a zakony pfimocarého posuvného pohybu, kterym jsme se zabyvali v minulém
dile studijniho textu [3]. Pokusime se najit formalni analogie, které ndm umozni
snadnéjsi zapamatovani uzivanych vztahi.
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posuvny pohyb otacivy pohyb

draha S thlova draha ®

rychlost v thlova rychlost w

zrychleni a uhlové zrychleni €

hmotnost m moment setrvacnosti  J

sila F moment sily M=rxF
=M

kinetické energie Lmw? kineticka energie

prvni impulzové véta ma =Y F | drubd impulzova véta J
1
2 2

Podrobné odvozeni vSech vztaht této i pfedchazejici kapitoly a odvozeni
zékontl s obecnéjsi platnosti najdete ve studijnim textu [7].
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3 Mechanické soustavy, jejichZ ¢asti konaji ota-
¢ivy pohyb

V této kapitole budeme na konkrétnich prikladech studovat mechanické sou-
stavy téles, které budou konat nejenom posuvné, ale rovnéz otacivé pohyby
v homogennim tithovém poli Zemé. Vyuzijeme proto znalosti vylozené v tivodni
Casti textu.

Pripominame, Ze tu¢ny symbol A je znacka pro vektorovou veli¢inu a sym-
bol A budeme pouzivat pro souradnici veli¢iny tak, jak jsme ji zavedli v pred-
chozim studijnim textu [3] pro rychlost a zrychleni a v pfedchozi kapitole pro
thlovou rychlost a thlové zrychleni. Jiny vyznam symbolt bude vzdy zdtraz-
nén.

3.1 Naklonéna rovina

Naklonéna rovina je model, ktery se vyskytuje v Cetnych tlohach z mecha-
niky. Jeji kouzlo je v jednoduchosti. Je to jeden z mala piikladi ze zivota, kdy
muzeme redlnou fyzikalni situaci popsat témér uplné presné jednoduchymi fy-
zikalnimi vztahy. Témér kazdy né€kdy jel z kopce na kole ¢i ze svahu na sankach.

V dalsi ¢asti nas bude zajimat chovani rtiznych téles na naklonéné roviné;
zavedeme obecny postup, jak takové priklady resit.

Na téleso na naklonéné roviné bude pusobit tihova sila Fg a reakce naklo-
néné roviny R, ostatni sily (odpor vzduchu) zanedbame. Déle budeme pied-
pokladat, ze povrch vSech téles jsou tvrdé a dokonale hladké, takze nevznika
doli, reakce R ma ptisobisté v misté dotyku télesa s naklonénou rovinou a miize
mit otac¢ivy ucinek.

Pro kazdé téleso napiSeme dvé rovnice — prvni a druhou impulzovou vétu
(prvni rovnice bude vektorova (2), druhd soutadnicové (4)). Pokud je pohyb
téles néjakym zpisobem svazan, pfidame vazebné podminky. Vzdy by mél byt
vysledny pocet rovnic stejny jako pocet neznamych. Konkrétni navod jak pii
sestavovani rovnic postupovat bude predveden pfi feseni priklada.

Zbyva vytesit soustavu rovnic. Casto nas bude zajimat jen vysledné zrych-
leni soustavy. V tomto pfipadé neni nutné velikosti neznamych pusobicich sil
dopocitavat. Mozna vam pfijde tento postup hodné slozity. Uvidite na konkrét-
nich piikladech, ze to tak hrozné viibec neni.

Ted pfistoupime k nejjednodusi tloze, a ta se bude tykat télesa valiciho se
po naklonéné roviné.
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Priklad 5 — valeni po naklonéné roviné

Valec o hmotnosti m a poloméru r lezi na naklonéné roviné, ktera svira s vodo-
rovnym smérem thel a. Soucinitel smykového tfeni mezi valcem a naklonénou
rovinou ozna¢me f, soucinitel klidového tieni fj.

a) Muze valec ztistat na naklonéné roviné v klidu?

b) Urcete zrychleni vélce a velikost tteci sily za pfedpokladu, Ze se odvaluje
bez prokluzovani. Napiste podminku pro soucinitel tfeni, aby tento pripad
nastal.

c¢) Uréete zrychleni a thlové zrychleni valce, pokud neni splnéna podminka
z Casti b) a vélec pfi odvalovani prokluzuje.

Obr. 9

Reseni

Resen{ piikladu za¢neme nakreslenim obrézku (obr. 9), do kterého znazor-
nime vSechny ptisobici sily a pfedpoklddany smér zrychleni. Sily rozlozime do
sméru kolmého na naklonénou rovinou a rovnobézného s naklonénou rovinou.
Tihové sila Fg ma slozky F; (priimét do sméru rovnobézného s naklonénou
rovinou) a Fy (pramét do sméru kolmého k naklonéné roving) o velikostech

Fy = Fgsina, F;=Fgcosa.

Slozka reakce R kolma na naklonénou rovinu je normalova sila N, slozka rov-
nobézna s naklonénou rovinou je treci sila F; — ta pusobi proti sméru okamzité
rychlosti.

Na tvod si jeSté uvédomime, ze pro moment setrvacnosti valce vzhledem
k ose symetrie valce plati J = mr?/2.

vy

a) Pokud je tfeci sila F; nenulové, neprochézi vektor reakce R t&ziStém vélce
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(viz obr. 9) a tato sila mé tedy otac¢ivy G¢inek (m4a nenulovy moment vzhledem
k ose prochazejici tézistém). Vélec se zacne ucinkem tihové sily odvalovat.

Je-li tfeci sila nulové, zacne valec bez tfeni klouzat doli. Valec v zadném
pripadé neziistane na naklonéné roviné v klidu.

b) Dalsim krokem FeSeni piikladu je sestaveni pohybovych rovnic. Témi jsou
rovnice prvni a druhé impulzové véty pro valec. Prvni impulzova véta pro valec
je

ma = Fs+ R, (6)
drubd impulzovéa véta pro osu ota¢eni prochézejici tézistém vélce (tato osa je

Yove v

nehybnd v tézistové soustavé) je

Je=Y M= Fr, (7)

Vektorové primky tihové a normaélové sily prochéazeji tézistém, a proto maji
nulovy moment, nenulovy moment m4 jen tteci sila.

Vektorovou rovnici (6) pfepiSeme na dvé rovnice pro soufadnici zrychleni a
rovnobéznou s naklonénou rovinou a soufadnici kolmou na naklonénou rovinu
(ta je ovSem nulovd, jelikoz se vélec ve sméru kolmém na naklonénou rovinu
nepohybuje).

ma = F; — F; =mgsina — F;, (8)
0=N-F, = N=mgcosa. (9)

Pfedpokladejme podle zadani ptikladu, ze se valec bude odvalovat bez pro-
kluzovani, tj. povrch valce bude v misté dotyku v klidu vi¢i povrchu naklonéné
roviny. Pro velikost t¥eci sily plati Fi < foN (viz pfedchozi studijni text [3]).
Predpokladame tedy, Ze soucinitel fy je dostatecné velky, aby k prokluzovani
nedochézelo. Velikost samotné tfeci sily F; vSak nezname.

Poslednim vztahem, ktery doplnime, je vazebna rovnice, ktera vyjadfuje to,
Ze véalec neprokluzuje

a=er. (10)

Maéme celkové soustavu ¢tyt rovnic (7), (8), (9) a (10) pro ¢tyfi nezndmé a,
g, Fy a N. Jeji systematické feSeni za¢neme dosazenim (10) do vztahu (7)
a vyjadfenim velikosti Fi z rovnice (7)

Ja

F=—.
7«2

Dosadime za F; do rovnice (8) a dostaneme vztah pro soufadnici zrychleni

a N gsina 2 . (11)
ma = mgcos o — — a=—"—— = _g¢gsina.
g 72 1+ J/mr? 3g
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Velikost tfeci sily potom je

mgdJ sin « 1 .
iy gmgsina.

Kdy se véalec odvaluje bez prokluzovani? Soucinitel klidového tfeni fy musi
byt tak velky, aby platilo Fy < foN. Dosadime-li z (9) a posledniho vztahu,
dostaneme nerovnost
Jtga 1

< = > —— ==t .
< fomgcosa fo> 2 38

mgdJ sin o
mr2 + J

c¢) P¥i nesplnéni posledni podminky bude vélec pfi odvalovani smykat (povrch
vélce a povrch naklonéné roviny budou ve vzdjemném pohybu). Pro velikost
tfeci sily bude platit

F,=fN. (12)

Nyni méme soustavu rovnic (7), (8), (9) a (12) pro nezndmé a, ¢, F; a N.
Resenim soustavy dostaneme F; = fmgcosa a
_ fmgr _ 2fyg
= cosa = —= cosa.

J r

a=g(sina— fcosa), ¢

Sami si ovéfte, ze v takovém pripadé plati
gsino
a>———-:,
1+ J/mr?

Zrychleni valce odvalujiciho se bez skluzu muzeme také urcit pomoci zakona
zachovani energie. Zména potencidlni energie se projevi jako zména kinetické
energie posuvného a otacivého pohybu. Nechf valec urazi drahu d, pak jeho
potencialni energie klesne o mgd sin « a kineticka energie vzroste o

a
e< —
r

1 1
AE, = —m(wr)? + = Jw?.
2 2
Z rovnosti zmén obou energii dostaneme

(wr)?  gsina
2d 1+ J/mr?’

Valec zrychluje rovnomérné a plati proto nasledujici rovnosti

1 1 2 2 2 2 :
(v) v v?  (wr)?  gsina

d=Zat’ =< = =55 = = :
29 732\4) T2 YT T 2d T 1+ Jmr2
Dostali jsme tedy stejny vysledek jako (11).

Ted jiz méame potiebné znalosti k tomu, abychom se pustili do FfeSeni pohybu

vvvvvv
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Priklad 6 — valec a kvadr na naklonéné roviné

Kvadr o hmotnosti m a valec o hmotnosti m’ a poloméru r lezi na naklonéné
roving. Obé télesa jsou spojena tuhou tyckou a tfmenem (viz obr. 10). Soucinitel
klidového a smykového tfeni mezi kvadrem a naklonénou rovinou je fy a f, mezi
vélcem a naklonénou rovinou je fj a f’.

a) Rozhodnéte, pro jakou hodnotu souéinitele tfeni ziistane soustava v klidu,
je-li sklon roviny a.

b) Jaké bude zrychleni soustavy a jakou silou bude naméhana tyc¢ka, pokud
se da soustava do pohybu?

¥

Obr. 10

N =R’
T/

-~ Obr. 11
Reseni
a) Nakreslime si obrézek (obr. 11) a do néj zakreslime vSechny sily ptsobici na
soustavu — tihové sily Fg a F/,, reakce R a R’ a tlakové sily ty¢ky T a T'.
Vsechny sily rozlozime na slozky rovnobézné s naklonénou rovinou a kolmé na
naklonénou rovinu.

Na valec neptisobi v klidu zadna tfeci sila, jinak by méla nenulovy moment
vzhledem k ose vélce, valec by se otacel a nebyl by v klidu.

Nyni vyfesime, za jakych podminek zistane soustava valce a kvadru v klidu.
Vektorovy soucet sil ptisobicich na kazdé téleso musi byt nulovy

Fc+R+T=0, F,+R +T =0.

Tyto rovnice prepiseme vzdy na dvojici rovnic pro velikosti sil, ktera vyjadiuje
rovnovahu sil v rovnobé&Zném sméru s naklonénou rovinou a ve sméru kolmém
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na naklonénou rovinu. Pro kvadr plati

F+T=F = mgsina+T=F, (13)
F,=N = mgcosa=N, (14)
pro valec plati
F=T" = mgsina=T", (15)
F;=N = m/gcosa=N". (16)

Tycka, kterd spojuje valec a kvadr, je tuhd, tlakové sily T a T’ musi mit
proto stejnou velikost T' =T a opaény smér. Z rovnic (13) a (15) dostavame

(m+m')gsina = F;.

Pro tteci silu plati Fy < foN, za velikost N dosadime z (14). Spolu s posledni
rovnici potom mame

(m+m')gsina < fomgcosa,
soustava zustane v klidu pro hodnotu soucinitele klidového tfeni

m+m’

Jo > tga.

m

b) Znovu nakreslime obrazek (obr. 12) a do néj kromé vsech sil vyznaéime

Fq Obr. 12
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i predpokladany smér zrychleni. Poté mizeme zacit sestavovat pohybové rov-
nice.
Prvni impulzova véta pro kvadr a valec fika

ma=F;+R+T, ma =F,+R +T'.

Obdobné jako v pfedchozim piikladé rozepiseme tyto vektorové rovnice na
rovnice pro smér rovnobézny s naklonénou rovinou a smér kolmy na naklonénou
rovinu. Pro kvadr dostaneme

N =mgcosa, ma=mgsina+T —F; (17)
a pro valec dostaneme
N =m'gcosa, m'a =m'gsina—T — F/ (18)
Druhé impulzova véta pro valec fika
Je = F|r, (19)

kde J je moment setrvac¢nosti valce vzhledem k jeho ose.
Jesté priddme vazebné rovnice vyjadiujici tuhost tycky. Tlakové sily maji
na obou koncich stejnou velikost 7' = T a zrychleni obou téles je stejné a = a’.
Zbyva doplnit dvé rovnice pro velikosti tfecich sil. Pro tfeci silu mezi kva-
drem a naklonénou rovinou plati

F, = fN = fmgcosa. (20)

Dale budeme muset stejné jako v predchozim prikladé rozlisit dva pripady.

(i) Soucinitel klidového treni f{ je dostatecné velky, aby dochdazelo k odvalovani
vdlce bez skluzu. Potom mezi zrychlenim a tthlovym zrychlenim plati vztah a =
=er.

Pfistupme k feSeni soustavy rovnic; nejdiive seteme rovnice (17) a (18)
a dosadime do nich za Fy z (20) a F{ z (19), po upravé dostaneme

(m+m')gsina — fmgcosa
m+m' + J/r?

a =

Zpétnym dosazenim do pohybové rovnice (17) vyjadiime velikost tlakové sily,
kterou je namahana tycka

fm'cosa — J/r? - (sina — f cosa)
m+m/ + J/r?

T =mg
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Hned odvodime podminku, pfi jejimz splnéni se bude valec odvalovat bez
skluzu. Pro tfeci silu mezi valcem a naklonénou rovinou plati F{ < fjN’, po
dosazeni z (18) a (19) mame nerovnost Ja/r? < fim’g cos a, do které dosadime
za soufadnici zrychleni a a po chvilce upravovani dostaneme podminku

mf +m'fo + (m +m)ym' for? | J
m+m' ’

tga <
(ii) P¥i nesplnéni této podminky dochdzi k odvalovani vdlce s prokluzovdnim.
Pak pro tfeci silu mezi valcem a naklonénou rovinou plati
F/=f'N' = f'm'gcosa.
Podobnym zpiisobem jako v (i) vyjddiime soufadnici zrychleni

_ myg(sina — fgcosa) +m/g(sina — f'cos a)

m+m/
Vypocitejme jesté velikost tlakové sily T,

mm’

T = (f— fgcosa.

m+m’

3.2 Hmotné kladky

V této kapitole se budeme zabyvat soustavami hmotnych kladek a hmotnych
téles spojenymi navzajem vlakny. Soustavy kladek jsme jiz studovali ve stu-
dijnim textu Ulohy z mechaniky I [3], kde jsme hmotnosti kladek zanedbévali,
zde naSe znalosti doplnime, abychom umeéli vytesit pohyb soustavy s hmot-
nymi kladkami. Ve vSech prikladech budeme pfedpokladat, ze tfeni mezi klad-
kou a vldknem, které je pres ni vedeno, je dostatecné veliké, aby nedochézelo
k prokluzovani. Tteni v lozisku kladky je velice malé a proto ho zanedbame.
Zanedbame i hmotnost vldkna.

Pripomernime, Ze rozlisujeme dva typy kladek — pevné a volné — podle toho,
jestli maji pevnou osu, nebo se mohou pohybovat ve svislém sméru. Nasim
tkolem bude nalézt zrychleni vSech téles a tahové sily vlaken. Pred feSenim
prvniho prikladu si stru¢né zopakujeme postup sestavovani pohybovych rovnic,
ve kterém zdiraznime odlisnosti nehmotnych a hmotnych kladek.

1. Nakreslime obrazek soustavy. Do obrazku zakreslime vSechny tihové sily Fg
a tahové sily T piisobici na télesa a kladky. Tahova sila vlakna ptisobi vzdy
smérem od télesa (¢i kladky) a jeji velikost je pro obé spojend télesa stejna.
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Do obrazku dale zakreslime zrychleni kazdého télesa a stiedu volné
kladky (at je hmotnd nebo nehmotna).

. Ulohu fesime tak, Ze pro kazdé téleso a volnou hmotnou kladku napiSeme
pohybovou rovnici pro svislou soufadnici a zrychleni télesa o hmotnosti m

ma=Y F, (21)
kde > F' je soufadnice vyslednice sil pisobicich na téleso.

. Pro kazdou hmotnou kladku dale doplnime rovnici, kterad vyjadiuje druhou
impulzovou vétu. Tato rovnice bude mit vzdy tvar

JEZT-ZT, (22)

kde J je moment setrvacnosti kladky vzhledem k ose otaceni, r je polomér
kladky a > T je soufadnice vyslednice tahovych sil plisobicich na obvod
kladky prostfednictvim tfecich sil. Uréime ji jako soucet velikosti tahovych
sil, pfi¢emz sily, které maji otacivy Gcinek v kladném sméru (proti sméru
hodinovych ruci¢ek), vystupuji v souétu s kladnym znaménkem, naopak sily,
které maji otac¢ivy ucinek v zaporném smeéru, piSeme se zapornym znamén-
kem. Tihova sila pusobici na kladku mé nulovy moment vzhledem k ose
otaceni kladky.

. Dalsi rovnice, kterou piseme pro kazdou hmotnou kladku, je déana vazbou,
ze vlakno vedené pres kladku neprokluzuje. Pokud na jedné strané kladky
ma vlakno zrychleni a@; a na druhé strané zrychleni as, potom plati

1
er = §(a1 + as), (23)

kde a; je soutadnice zrychleni a; takovéa, ze kladnych hodnot nabyva pro a;
urychlujici v kladném sméru a zapornych pro a; urychlujici v zaporném
Smeru.

. Nakonec jesté napiSeme rovnici pro kazdé vlakno, ktera vyjadiuje, ze vldkno
je nepruzné. P¥i sestavovani rovnice vldkna vychazime z nasledujicich tii
pravidel

a) Zrychleni obou konci ¢asti vldkna, které neni vedeno pres zddnou kladku,
maji stejnou velikost i smér.

b) Zrychleni ¢4sti vldkna na obou strandch pevné kladky maji stejnou veli-
kost a opac¢ny smér.

c) Jestlize na jedné strané volné kladky mé vldkno zrychleni a@; a na druhé
strané zrychleni a5, pohybuje se stied kladky se zrychlenim

ay, = %(al +as). (24)
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V pripadé, kdy je vlakno vedeno pres n volnych kladek, mazeme kombi-
naci téchto vztahtt dostat obecnéjsi pravidlo, které najdete v textu [3].

Nyni jiz mame dostatek rovnic, abychom mohli pohyb soustavy vyftesit.
Neznamé jsou souradnice zrychleni téles a kladek, soufadnice tthlovych zrych-
leni hmotnych kladek a velikosti tahovych sil vlaken. Hmotnosti téles a kladek
a momenty setrvacnosti kladek zname. Pokud soufadnice zrychleni vyjde za-
pornd, znamena to, ze skutecny smér zrychleni je opacny, nez jsme vyznacili
na obrazku.

Zacneme velmi jednoduchym piikladem, na kterém si ukdzeme, jak pravé
formulovand pravidla pouzit.

Priklad 7 — pevna kladka

Dvé télesa o hmotnostech my a ms jsou zavéSena na pevné kladce, kterd ma
moment setrvac¢nosti J a polomér r (obr. 13). Vypoditejte zrychleni téles a ve-
likost sily, kterou je napinano vlakno.

Reseni

Do obrazku zakreslime tihové a tahové sily (obr. 13) a pfed-
pokladané sméry zrychleni téles. Dulezité je uvédomit si, ze
hmotna kladka zptsobuje, Ze velikost tahové sily neni po
celé délce vldkna stejnd, ale pravé na kladce méni svoji ve-
likost (z T1 na T3). Tento rozdil vytvaii moment sil, ktery
kladku roztaci.

V soustavé jsou dvé télesa a zadna volna kladka, na-
piSeme proto pohybové rovnice (21) pro obé télesa, podle
sméru vektoru sil, davame pred velikosti sil znaménka.

miar = mig — 11,

maay = —mag + 1o .
Pro hmotnou pevnou kladku plati druhé impulzové véta (22)
Je= Ty —Th)r.
Dalsi rovnice popisuje vazbu mezi vldknem a pevnou kladku, podle (23) mame
1

er = 5(—a1 —az).

Dostavame se k bodu 5, tedy k rovnici vldkna. Zrychleni vlakna na obou stra-
nach pevné kladky mé stejnou velikost, ale opacny smér, tj. a; = —as. Pro
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soutfadnice plati
a;y = ag.

Tak mame vSech pét rovnic pro neznamé aq, as, €, 71 a T». Prvni dvé rovnice
seCteme a dosadime do nich ze tfeti a paté rovnice
(my +ma)a; = (my —ma)g+ Je/r.
Za thlové zrychleni dosadime ze ¢tvrté — posledni nevyuzité — rovnice
(m1 +ma)a; = (my —ma)g — Jai /r?
a pro soutadnice zrychleni dostavame

mi1 — Mmoo

a1 =Qay=—¢r=—"—"——¢q.
! 2 m1+m2+J/r29

Velikosti tahovych sil mizeme vyjadfit z prvnich dvou pohybovych rovnic

2 J/r? 2 J/r?
mo+ J/7 Ty = mag my+J/r

Ty =myg —2 T _cmar i
L mg + T2 mi +mo + J/r?

Zjistili jsme tedy, ze pokud méa pevna kladka nenulovy moment setrvacnosti,
je zrychleni téles mensi, nez v pfipadé nehmotné kladky, nebot ve jmenovateli
je navic ¢len J/r?. Cést zmény potencialni energie zavazi se totiz projevi jako
zména kinetické energie rotace kladky. Dalsim novym jevem jsou rizné velikosti
tahové sily (Th # T») na riznych éastech vlakna vedeného pres kladku.

Priklad 8 — volna kladka

Mégjme soustavu pevné a volné kladky podle obrazku 14. Jeden konec vldkna je
pevné uchycen u stropu a na druhém je zavéseno téleso o hmotnosti m;. Pevna
kladka m& moment setrvacnosti J; a polomeér r;, volnd kladka ma moment
setrvacnosti Jo, polomér ro a hmotnost mso. Urcete zrychleni télesa a velikost
sily, kterou je napindna ¢ast vldkna, na které visi téleso.

Reseni
Za¢neme nakreslenim obrézku (obr. 14), ve kterém vyzna¢im tihové sily

a tahové sily Ty, Ty a T3. Pro hmotné kladky jsou velikosti téchto sil obecné
rizné. Pohybové rovnice pro téleso a volnou kladku (21) jsou

myay = mig — 11,

maag = —Ma2g + T2 + T3 .
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Déle pisme druhou impulzovou vétu (22) pro pevnou a volnou kladku

Jiey = (Ty = Th)r1,
JQEQ = (TQ — T3)7“2 .
Zrychleni vldken na obou stranich pevné kladky ma stejnou velikost, ale opa¢ny

smér, proto vazebnd rovnice (23) mé pro pevnou kladku tvar
E1ry = —ay .

Zrychleni vlakna na jedné strané volné kladky je nu-
lové, na druhé strané je —ai, pro jeji thlové zrychleni
podle (23) plati

1
EaTo = 5(11 .

Posledni rovnici bude rovnice vlakna. V1dkno je vedeno
pres pevnou a volnou kladku, proto pouZijeme kombi-
naci pravidel b) a ¢) z bodu 5

1 1
0215(0*01) = a2:§a1. Obr. 14

Systém rovnic je jiz kompletni, mizeme se pustit do jejich feseni. Podrobny
postup nechame na ¢tenari, zde uvedeme jen vysledky. Souradnice zrychleni
télesa vyjde
_ 2g(2my — ma)

AJ1 /1% + J2 /13 + 4my +mo

ai
a velikost tahové sily
4]1/7“2 + JQ/?“2 + 3meo
T = 1 2 .
1 mlg4J1/T%+J2/T%+4m1 + Mo

Vidime, ze neobtiznéjsi ¢asti prikladu je spravné sestaveni soustavy rovnic.
Jeji nasledné feseni je vice méné mechanickd zalezitost. Mzeme si vSimnout,
7Ze pocet rovnic pro popis volné kladky narostl oproti prikladu, kdy byly kladky

vvvvv

tolika rovnic dosti naroc¢né.

3.3 Dalsi priklady

vvvvv

.....

Ze se nebudeme moci drzet predem daného postupu. OvSem opét nebudeme
délat nic jiného, nez hledat pohybové a vazebné rovnice soustavy. V prvnim
prikladu se budeme zabyvat znamou hrackou — jojo.
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Priklad 9 — jojo

Vypocitejte zrychleni télesa zvaného jojo o hmotnosti m a momentu setrvac-
nosti J (vzhledem k jeho ose), které drzime pevné na provizku. Znadme polomér
vnitini hiidelky 7.

Reseni

Do obrézku (obr. 15) zakreslime tihovou a tahovou silu,
které pusobi na jojo. Pfedpokladany smeér zrychleni ori-
entujeme doli. Z prvni impulzové véty urcéime prvni
pohybovou rovnici

ma=mg—1T.

7 druhé impulzové véty odvodime druhou pohybovou
rovnici. Na jojo se budeme divat, Ze rotuje kolem své
vlastni osy, potom jedina sila, ktera ma menulovy mo-
ment, je tahova.

Je="Tr.

Vlakno, na kterém jojo visi, se z hiidelky postupné odviji, jak jojo klesa, proto
mezi thlovym a posuvnym zrychlenim plati vztah

Er=a.

Vypocet souradnice zrychleni ze soustavy téchto t¥i rovnic bude snadny. Do
prvni rovnice dosadime z ostatnich dvou a dostaneme

_ 2 _ g
ma =mg— Ja/r® = a—m.
Vidime, ze vysledek je identicky s odvalova- T TS
nim vélce bez prokluzu (11) po naklonéné
roviné se sklonem 90°.

Priklad 10 — koule na hrané

Kouli o poloméru r a hmotnosti m umistime
na okraj tuhé vodorovné desky a uvolnime.
V této labilni rovnovazné poloze se neudrzi
a zacne se pusobenim tihové sily otacet okolo
hrany A desky (viz obr. 16). Obr. 16
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a) Jak zéavisi tthlova rychlost a thlové zrychleni koule na thlu ¢, o ktery se
otocila z vychozi polohy?

b) Pti které hodnoté tihlu ¢ koule sklouzne po hrané, je-li souéinitel klidového
tfeni mezi kouli a hranou f = 0,257

Obr. 17
Reseni
a) Vychazime z obr. 17. Dokud nedojde ke sklouznuti, otaci se koule okolo

hrany A; vzhledem k ni ma moment setrvac¢nosti

J=Jr+mr?= %mr2 +mr? = %mﬂ.

Uhlovou rychlost w koule uréime pomoci zakona zachovani energie:

mgr(l — cosyp) = %Juﬂ = 1—70mr2w2 = w= 10g(1 — cos ) ;TCOS (2 )

Uhlové zrychleni e koule uréime pomoci druhé impulzové véty.

mgrsing = Je = gmr% = €= 59;# .
b) Na kouli béhem otédeni piisobi tihova sila Fg a reakce desky R. Tihovou
silu mtzeme rozlozit na slozku F; kolmou ke spojnici AT a na slozku Fs, ktera
sméfuje do bodu A. Podobné rozlozime reakci desky na slozky R; a R,. Podle

prvni impulzové véty pro kouli plati
Fc+ R =mar,

Fy — Ry = ma; = mre, Fy — Ry = ma, = mw?r.
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S vyuzitim vztahii odvozenych v ¢asti a) miizeme tyto rovnice pfepsat.

5 . .
mer = Zmgsin g =mgsinp — Ry,

mw?r = 1—70mg(1 — cosp) = mgcosp — Ra

a odtud pro souradnice slozek reakce dostavame
Ry =mgsinp | 1 — 5) = gmgsingp,
7 7
1 1
Ry = 7mg(7cosgo + 10cosp — 10) = =
S rostoucim thlem ¢ se velikost slozky R; zvétSuje a velikost slozky Ry zmen-
suje.
Ke sklouznuti koule po hrané dojde od okamziku, kdy Ry = fRs. Z této
podminky uréime thel .
2sinp = f(17cosp — 10),

rovnici umocnime a upravime na kvadratickou rovnici pro cos ¢

mg(17cosp — 10) .

4sin® p =4 — 4cos’p = f2(17cosp — 10)? = £2(289 cos® — 340 cos  + 100),

(28912 + 4) cos’p —340f% cos p + 100f% —4 = 0.
| — ——— ——
a b c
Po dosazeni f = 0,25 dostaneme hodnoty koeficientti kvadratické rovnice a =
= 22,0625, b = —21,25, ¢ = 2,25 a kofeny
cosp; = 0,8421, cospy = 0,1211, w1 =33%°, @1 =83°.
Uloze vyhovuje tihel ¢; = 33°.

Priklad 11 — valec, kladka a Spulka

Me¢jme soustavu valce, kladky a $pulky podle obrazku 18.

a) Vypocitejte zrychleni $pulky a vélce, dochazi-li k odvalovéni Spulky i valce
bez skluzu a za predpokladu, ze thel § je dostatecné vétsi nez thel «, aby
se Spulka i valec pohybovaly zleva doprava.

b) Jaka je podminka pro soudinitel klidového tfeni fy, aby k odvalovani valce
dochézelo bez prokluzu?

Déle zndme hmotnost m a moment setrvacnosti J Spulky i valce (pro obé

télesa jsou veli¢iny shodné) a moment setrva¢nosti kladky J'. Vélec a $pulka

maji stejny polomér R, vnitini polomér Spulky je r, polomér kladky je R'.
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smér maji klidové tieci sily. V tom pfipadé postupujeme tak, ze pro kazdé téleso
vybereme smér pohybu a podle toho orientujeme vektor jeho zrychleni a vektor
treci sily. Pokud z pohybovych rovnic vyjde, ze souradnice jeho zrychleni nebo
soutadnice tfeci sily je zaporna, je skuteény smér pohybu télesa opacny.

Zde mame TeSeni ulehcené, protoze podle predpokladu v zadani jiz vime,
Ze se soustava bude pohybovat zleva doprava, a miZeme proto do obrazku 18
zakreslit tfeci sily. Zrychleni Spulky oznac¢ime a; a zrychleni vilce a. Uvédomte
si, Ze obecné se souradnice zrychleni valce a Spulky nerovnaji a; # as. Jelikoz se
vlakno mtize ze $pulky odvinovat, je zrychleni vldkna a valce jiné, nez zrychleni
spulky.

Opét zaéneme pséat rovnice prvai impulzové véty pro Spulku a vélec (kladka
je pevné a nemiZze se pohybovat)

ma; = —mgsina + 11 — Fy
mag = mgsin 3 — Ty — Fio

a také rovnice, které vyjadiuji druhou impulzovou vétu pro $pulku (zde maji
nenulovy moment tahové i tfeci sila, kazd4d m4 vSak jiné rameno), vélec i kladku

JEl = *Tﬂ’ — FﬂR,
JEQ = _FtQR,
J/El = (Tl — TQ)RI.

Dalsi tfi rovnice fikaji, ze k odvalovani Spulky a vélce dochézi bez skluzu a také
ze vlakno po kladce neprokluzuje

€1R = —azp, €2R = —asz, €IR/ = —az.

Posledni devata rovnice popisuje odvinovani vldkna ze $pulky. Uhlové zrychleni
$pulky je tmérné rozdilu souradnic zrychleni vlakna a $pulky, tj.

E1r =—az+ay .
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Podrobny postup feseni soustavy téchto deviti rovnic nebudeme uvadét (zvi-
davy ¢tenaf provede sdm). Dulezité je ovéfit, zda pocet rovnic je stejny jako
pocet neznamych. Pokud bychom méli rovnic méné, bylo by tieba jesté néjakou
zapomenutou doplnit, v opacném pripadé by prilis velky pocet rovnic pravdépo-
dobné znamenal néjakou chybu v avaze (chybné uréeny pocet stupii volnosti
soustavy, $patné oznafend zrychleni nebo tahové sily apod.). Pro soufadnice
zrychleni Spulky a kladky dostaneme

R sinﬁ—isina
r+ R r+R g

a1 = , ) )
J R J
mR? t 1+<T+—R> <1+m—32>
sinﬁfisina
r+ R g
as = .
S (2T e
mR"? r+R mR?

V krajnich pfipadech dostdvime ocekévané vysledky: a3 = a2 pror = 0 a
as = 2a1 pror = R.

b) Aby pfi odvalovani valce nedochézelo ke skluzu, musi platit
Fia < foN2 = fomgcosf3.

Velikosti tieci sily Fia mZeme vypodéitat pii feSeni soustavy rovnic v tikolu a).
Konkrétné dostaneme

gJ/R? - {Sinﬂ MiRsina}

2
R
1+ <T+R>

tudiz pro soucinitel klidového tfeni musi platit

Ft2:

)

J
(1 + mR2>

!

mRIQ +

J tg B — Rsina
mRZ |'® (r+ R)cos
fo= 5 :
J R J
oy (m) <1+W)

32



4 TUlohy

1. Tézisté obrazce
Naleznéte tézisté homogenni kruhové desky se étvercovym otvorem (obr. 19).
Deska méa vSude stejnou tloustku.

Obr. 19: K tloze 1

2. Moment setrvacnosti krychle
Vypocitejte moment setrva¢nosti homogenni krychle o hmotnosti m vzhle-
dem k télesové thlopti¢ce. Délka hrany krychle je a.

3. Zrychleni koule

Vypocitejte zrychleni koule o poloméru R a hmotnosti m, kterd se bez
prokluzovani odvaluje po naklonéné roviné se sklonem «. Jak dlouho ji
bude trvat, nez se skutali z naklonéné roviny, ktera ma vysku h?

4. Jojo na kladce

Na pevné kladce, kterd ma moment setrvacnosti J' a polomér /, je zavéSeno
téleso a jojo stejné hmotnosti podle obrazku 20. Urcete zrychleni télesa
1 joja.

J/

m, J

2r

Obr. 20: K dloze 4

5. Roztaceni valce

Valec o poloméru r; a hmotnosti m roztac¢ime tak, Zze ho tdhneme vldknem,
na kterém je zavéseno zavazi o hmotnosti ms. VIdkno je vedeno pres kladku,
kterd ma moment setrva¢nosti J a polomér r (viz obr. 21).
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a) Jaké bude zrychleni vélce, je-li soucinitel klidového tfeni dostateéné vel-
ky, aby nedochézelo k odvalovani valce s prokluzem?

b) Uréete mezni hodnotu fy,, aby se védlec zacal odvalovat s prokluzem.

c) Jaké bude zrychleni vélce, je-li soucinitel klidového tfeni f < fi,?

my,T1
Jr

ma2

Obr. 21: K tloze 5

6. Kulicka na polokouli

Malou kulicku umistime na nejvyssi bod polokoule, kterda ma polomér R
(viz obr. 22). Kulicku z této labilni polohy nepatrné vychylime a kulicka se
zacne kutéalet doll, aniz by prokluzovala. V jaké vySce nad spodni hranou
polokoule se kuli¢ka odlepi od povrchu polokoule?

R o

Obr. 22: K tloze 6 Obr. 23: K tloze 7

. Dotyk valcu

Dva vélce stejné hmotnosti i stejného poloméru lezi na naklonéné roviné
tak, Ze se vzajemné dotykaji (obr. 23). Zjistéte, zda je mozné, aby véalce
zastaly v klidu.
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Vysledky uloh

1

. Téziste lezi ve vzdalenosti
4R

(51 — 4)V/5
od stfedu kruhové desky.

. Moment setrvacnosti je %maz.

. Velikost zrychleni koule je
a= % gsina.

Z naklonéné roviny se koule skutali za dobu

14h

b= —.
5gsin’ a

. Zrychleni a; jojai @y télesa orientujeme dolii. Pro soufadnice zrychleni pak
plati

(L+J"/mr"?)g
14+ J'/mr? + (2+ J' /mr'?)J/mr?’
g
1L+ J/mr'2 + (24 J' /mr'?)J/mr?

a; =

as =

. Zrychleni a vélce orientujeme zleva doprava.

a) Pro soufadnici zrychleni dostaneme

2ng
a= )
3my + 2mg + 2.J/r?

b) Mezni soudinitel tfeni je

fm

— ma
© 3my +2my +2J/r2

¢) Zrychleni vélce pii pohybu s prokluzem je

(mg — fm1)g
my+mg + J/r2’

. Kulicka se od povrchu polokoule odlepi ve vysce h = }—(;R.

. Z rovnovahy sil a momentové véty plyne, Ze sila, kterou jsou k sobé valce

pritisknuty, ma nulovou velikost, a tudiZ ani nemohou vzniknout tfeci sily,
které by udrzely soustavu v klidu.
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