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ÚvodV tomto studijním textu se budeme zabývat pohyby, pøi kterých se velikostokam¾ité rychlosti v závislosti na èase rovnomìrnì zvìt¹uje nebo rovnomìrnìzmen¹uje. V prvním pøípadì mluvíme o pohybu rovnomìrnì zrychleném, v dru-hém pøípadì o pohybu rovnomìrnì zpomaleném. Oba typy pohybu se v praxivyskytují pomìrnì èasto. Napøíklad pohyb vlaku mezi dvìma stanicemi mù-¾eme vìt¹inou velmi pøesnì modelovat jako nìkolik po sobì následujících rovno-mìrnì zrychlených, rovnomìrných a rovnomìrnì zpomalených pohybù. Zvlá¹t-ním pøípadem rovnomìrnì zrychleného pohybu je volný pád ve vakuu. Svislývrh vzhùru ve vakuu probíhá zpoèátku jako pohyb rovnomìrnì zpomalený a podosa¾ení nejvy¹¹ího bodu trajektorie jako pohyb rovnomìrnì zrychlený. Takéroztoèení setrvaèníku nebo brusného kotouèe okolo pevné osy mù¾e probíhattak, ¾e se obvodová rychlost rovnomìrnì zvìt¹uje, a pøi jeho brzdìní se naopakmù¾e obvodová rychlost rovnomìrnì zmen¹ovat.Rovnomìrnì zrychlené a zpomalené pohyby se øídí pomìrnì jednoduchýmikinematickými a dynamickými zákony, které si pøehlednì zopakujeme a procvi-èíme. V¹echny fyzikální dìje budeme popisovat z hlediska pozorovatele v iner-ciální vzta¾né soustavì. Omezíme se na pohyby, jejich¾ rychlosti jsou malé vesrovnání s rychlostí svìtla ve vakuu a pøi kterých tedy dostateènì pøesnì platízákony klasické mechaniky. Kinematické a dynamické zákony, které odvodímepro pøímoèarý pohyb hmotného bodu, mù¾eme pou¾ít také pro pøímoèarý po-suvný pohyb tuhého tìlesa.1 Kinematika rovnomìrnì zrychleného a rov-nomìrnì zpomaleného pøímoèarého pohybuhmotného boduVzta¾nou soustavu zvolíme tak, aby pohyb probíhal ve smìru kladné poloosyx (obr. 1a, 1b). Pøi rovnomìrnì zrychleném pohybu má vektor zrychlení av ka¾dém okam¾iku stejný smìr jako vektor okam¾ité rychlosti v, kde¾to pøipohybu rovnomìrnì zpomaleném je vektor zrychlení a namíøen proti smìruokam¾ité rychlosti v. V obou pøípadech mù¾eme v¹ak zákon rychlosti zapsat ve
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stejném vektorovém tvaruv = v0 + a t ; a = v � v0t : (1)Pro x{ovou souøadnici okam¾ité rychlosti platívx = vx0+axt ; kde� ax = ja j = a > 0 pøi pohybu zrychleném,ax = �ja j = �a < 0 pøi pohybu zpomaleném. (2)Zbývající souøadnice vy; vz jsou nulové. xyz r0 rv0 va
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�������������������Obr. 1a xyz r0 rv0 va
 !"#$%&'()*+,-./01234�Obr. 1bPøi øe¹ení fyzikálních úloh pou¾íváme zákon rychlosti èastìji jako vztah mezivelikostmi vektorùv = v0 + at ; a = v � v0t pro pohyb zrychlený,v = v0 � at ; a = v0 � vt pro pohyb zpomalený. (3)Dráhu, kterou hmotný bod urazí od poèáteèního okam¾iku (t = 0) za dobu t,urèíme jako obsah lichobì¾níku omezeného grafem rychlosti (obr. 2a, 2b).s = (v0 + v)t2 =8>>><>>>: = v0t+ 12at2 pro pohyb zrychlený,= v0t� 12at2 pro pohyb zpomalený. (4)3



Postupný rùst resp. pokles rychlosti zpùsobují zakøivení grafu dráhy, kterýje obloukem paraboly. V nìkterých úlohách musíme pøihlédnout k poèáteènídráze s0.
O t
vv0 s v = v0 + at
56789:;<=� O t

vv0 s v = v0 � at>?@ABCDEF�
O t
s s = v0t+ 12at2s = v0tGHIJKLMNO� O t

s s = v0t� 12at2s = v0t
PQRSTUVWX�Obr. 2a Obr. 2bZávislost polohového vektoru r na èase vyjadøuje u obou typù pohybu stejnývektorový vztah r = r0 + v0t+ 12a t2 : (5)Pro x{ovou souøadnici polohového vektoru tedy platíx = x0 + vx0t+ 12axt2 ; kde� ax = ja j = a > 0 pøi p. zrychleném,ax = �ja j = �a < 0 pøi p. zpomaleném.(6)Zbývající souøadnice y; z jsou nulové.V nejjednodu¹¹ím pøípadì má rovnomìrnì zrychlený pohyb nulovou poèá-teèní rychlost a poèáteèní dráhu (v0 = 0; s0 = 0). Kinematické zákony pakmají tvar v = at ; s = vt2 = 12at2 = v22a (7)a grafy rychlosti a dráhy vyhlí¾ejí podle obr. 3.4



Trvá-li rovnomìrnì zpomalený pohyb a¾ do zastavení, mù¾eme zavést ve-lièiny brzdná doba tb a brzdná dráha sb. V èase t = tb platí v = 0. Z tohoplyne 0 = v0 � atb ; tb = v0a ; v0 = atb : (8)Brzdnou dráhu urèíme z grafu rychlosti na obr. 4. Platísb = v0t2 = 12at2 = v202a : (9)
O t
v v = atYZ[\]^_`a� O t

vv0 tbsb v = v0 � atObcdefghij�
O t
s s = 12at2klmnopqrs	 O ttb

ssb s = v0t� 12at2 sb = v0tb2tuvwxyz{|
Obr. 3 Obr. 4Mezi vztahy (7) pro rovnomìrnì zrychlený pohyb s nulovou poèáteèní rych-lostí a vztahy (8) a (9) pro pohyb rovnomìrnì zpomalený je pøes jejich formálnípodobnost znaèný významový rozdíl. Vztahy (7) jsou kinematické zákony vy-jadøující velikost rychlosti v a dráhu s rovnomìrnì zrychleného pohybu jakofunkce èasu a platí pro ka¾dé t > 0. Vztahy (8) a (9) platí pøi rovnomìrnì zpo-maleném pohybu pouze pro brzdnou dobu a brzdnou dráhu. Závislost velikostirychlosti v a dráhy s na èase t zde vyjadøují kinematické zákonyv = v0 � at ; s = v0t� 12at2 : (10)5



Úlohy1.Ocelová kulièka byla pøi volném pádu osvìtlena stroboskopem, jeho¾ zábleskymìly frekvenci 50 Hz. Dvì po sobì jdoucí polohy kulièky jsou od sebe vzdá-leny 15 cm. Jakou rychlost mìla kulièka na zaèátku a na konci tohoto úsekutrajektorie?2. Automobil se rozjí¾dìl s konstantním zrychlením a bìhem 12 s dosáhl rych-losti 90 km/h. Od tohoto okam¾iku se pohyboval rovnomìrnì. Za jak dlouhoprojel místem vzdáleným 400 m od místa startu?3. Vlak metra projede vzdálenost 2,0 km mezi dvìma stanicemi za 3 min 10 s.a dosáhne nejvìt¹í rychlosti 60 km/h. Pøi rozjí¾dìní se pohybuje rovnomìrnìzrychlenì, pøi zastavení rovnomìrnì zpomalenì se zrychlením té¾e velikosti. Vestøední èásti je pohyb rovnomìrný. Urèete dal¹í údaje o pohybu a nakresletegrafy rychlosti a dráhy jako funkce èasu.
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2 Dynamika a energetická bilance rovnomìrnìzrychleného a rovnomìrnì zpomaleného pøí-moèarého pohybu hmotného boduKoná-li hmotný bod rovnomìrnì zrychlený pøímoèarý pohyb, jeho zrychlení aje konstantní a má smìr okam¾ité rychlosti v. Podle 2. pohybového zákona jei výslednice Fv = ma v¹ech sil, které na hmotný bod pùsobí, konstantní a márovnì¾ smìr okam¾ité rychlosti.Uva¾ujme nejprve o pohybu vozíku pokusné vodorovné vzduchové dráhy,který se pohybuje prakticky bez tøení a odporu vzduchu a je ta¾en lankemkonstantní silou F (obr. 5). Ostatní síly pùsobící na vozík { tíhová síla a reakcevzduchového pol¹táøe { se ve svém úèinku ru¹í. Síla lanka je tedy výslednicív¹ech sil, které na vozík pùsobí. V èase t = 0 je vozík uvolnìn a zaène se po-hybovat rovnomìrnì zrychleným pohybem. Jeho hybnost p a kinetická energieEk se postupnì zvìt¹ují. Platí tyto základní vztahy:F = ma ; (11)I = F t = ma t = mv = p ; I = Ft = mv ; (12)W = Fs = ma � 12at2 = 12m(at)2 = 12mv2 = Ek : (13)Uvedeme-li hmotný bod z klidu do pohybu pùsobením stálé síly F,je impuls síly I = F t roven hybnosti hmotného bodu p = mv a práceW = Fs je rovna jeho kinetické energii Ek = mv2=2.mm FF vpasp = 0; Ek = 0t = 0; v = 0��	
��
��������Obr. 5K obecnìj¹ím závìrùm dojdeme, porovnáme-li hybnosti a kinetické energievozíku ve dvou rùzných èasech t2 > t1 > 0 (obr. 6). Platí:I = F�t = ma�t = ma t2 �ma t1 = mv2 �mv1 = p2 � p1 = �p ; (14)
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W = Fs = mas = m � v2 � v1�t � (v2 + v1)�t2 = m(v22 � v21)2 == 12mv22 � 12mv21 = Ek2 �Ek1 = �Ek : (15)mm FF v2v1 p2p1 ast1; Ek1 t2; Ek2����������� !"�Obr. 6Do¹li jsme k výsledkùm, které mají obecnou platnost: Impuls výsledné sílypùsobící na hmotný bod je roven zmìnì jeho hybnosti. Práce vyko-naná výslednou silou pùsobící na hmotný bod je rovna zmìnì jehokinetické energie.Pøi popisu reálných pohybù musíme èasto pøihlédnout i ke tøení, odporuvzduchu apod. Na obr. 7a je znázornìna bedna o hmotnosti m ta¾ená vodo-rovným lanem silou F po vodorovné podlaze. Souèinitel smykového tøení mezibednou a podlahou je f . mm FF v2v1 p2p1 ast1; Ek1 t2; Ek2FtFt#$%&'()*+,-./0�Obr. 7a
FFvRyR

FGRx = Ft �T
Obr. 7b123456789:;<=>?@�

Pøehled v¹ech sil, které pùsobí na bednu,poskytuje obr. 7b. Kromì síly lana F atíhové síly FG je to reakce podlahy R .Její svislá slo¾ka Ry ru¹í úèinek tíhovésíly. Platí tedy Ry = FG = mg :Vodorovná slo¾ka Rx se uplatòuje jakosíla tøení Ft o velikosti Rx = Ft = fmg.Odchylku � reakce podlahy od svisléhosmìru urèíme ze vztahutg � = RxRy = f :8



Pøedpokládejme, ¾e F > Ft. Výsledná síla Fv = F + Ft má velikost Fv =F�Ft. V takovém pøípadì se bedna pohybuje rovnomìrnì zrychleným pohybemse zrychlením a = Fvm = F � Ftm = Fm � gf : (16)V èasovém intervalu (t1; t2) se velikost rychlosti bedny zvìt¹í z v1 na v2a bedna se posune po dráze s. Proveïme energetickou bilanci: Práce výslednésíly Wv je rovna rozdílu práce W vykonané vnìj¹í silou F a práce spotøebovanésilou tøení Ft. Wv = Fvs = (F � Ft)s =W �Wt = �EkSmýkáním styèných ploch po sobì nastává disipace (rozptýlení) mechanickéenergie v mno¾ství, které odpovídá práci Wt. Dochází k rozkmitání molekulbedny a podlahy a tím ke zvý¹ení jejich vnitøní energie U , které se projevízvý¹ením teploty. Práce W vykonaná vnìj¹í silou se tedy èásteènì spotøebujena zvý¹ení vnitøní energie soustavy o �U = Wt = mgfs a jen zbývající èástzvý¹í kinetickou energii bedny.
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W = Fs = �Ek +Wt = 12mv22 � 12mv21 +mgfs : (17)Z èistì mechanického hlediska se na práciWt díváme jako naenergetickou ztrátu, nebo» vnitøní energii nemù¾eme bezpro-støednì pøemìnit zpìt na energii mechanickou. Tøení, odporprostøedí a podobné síly oznaèujeme jako síly disipativní.Podobná situace jako v pøedcházejícím pøípadì nastává i pøirozjí¾dìní kabiny výtahu smìrem vzhùru (obr. 8). Pøedpo-kládejme, ¾e pohyb probíhá bez tøení. Výsledná síla, kteráje vektorovým souètem ta¾né síly lana F a síly tíhové FG,má velikost Fv = F �mg a kabinì udìlí zrychlení o velikostia = Fvm = F � FGm = Fm � g : (18)Pro èasový interval (t1; t2), ve kterém se velikost rychlostikabiny zvìt¹í z v1 na v2 a kabina vystoupí z vý¹ky h1 dový¹ky h2, dostaneme energetickou bilanci:Wv = Fvs = (F � FG)(h2 � h1) =W �WG =W ��Ep = �EkW = Fs = �Ek +�Ep = 12m �v22 � v21�+mg(h2 � h1) : (19)9



Práce W vykonaná ta¾nou silou lana je rovna souètu pøírùstku kinetickéenergie kabiny �Ek a práce WG spotøebované tíhovou silou FG. Práce spotøe-bovaná tíhovou silou je v¹ak rovna pøírùstku tíhové potenciální energie kabiny�Ep.Práce vykonaná ta¾nou silou lana se tedy celá spotøebuje na zvìt¹ení me-chanické energie kabiny.Pøi pohybu kabiny dolù by se její potenciální energie tíhová naopak zmen¹ilao hodnotu rovnou práci vykonané tíhovou silou. Takovéto síly, jimi¾ vykonanápráce je rovna úbytku potenciální energie a jimi¾ spotøebovaná práce je nao-pak rovna pøírùstku potenciální energie, nazýváme síly konzervativní. (Mezikonzervativní síly patøí napøíklad i síly elastické pùsobící pøi pru¾né deformacitìles a síly elektrostatické.)Pokud pøi nìjakém dìji v izolované soustavì tìles konají práci jen síly kon-zervativní, platí zde zákon zachování celkové mechanické energie. Z rov-nomìrnì zrychlených a rovnomìrnì zpomalených pohybù jsou to volný páda svislý vrh vzhùru ve vakuu, klouzání tìlesa po naklonìné rovinì pøi zanedba-telném tøení a øada dal¹ích.V izolované soustavì, kde pùsobí disipativní síly, je práce spotøebovanátìmito silami rovna úbytku mechanické energie soustavy. Jako pøíklad mù¾emeuvést prùlet støely trámem (obr. 9). Práce Wt spotøebovaná silou tøení pøipohybu støely døevem je rovna rozdílu kinetické energie Ek1 støely pøed trámema kinetické energie Ek2 støely za trámem. Známe-li hmotnost støelym, tlou¹»kutrámu d a rychlosti v1; v2 støely pøed trámem a za trámem, mù¾eme vypoèítatvelikost síly Ft, která støelu brzdila:Wt = Ftd = Ek1 �Ek2 = 12m �v21 � v22� ; Ft = m �v21 � v22�2d : (20)v2v1 daFtEk1 Ek2
KLMNOPQRSTUVWXY� Obr. 9Ke stejnému výsledku mù¾eme ov¹em dojít i pøes druhý pohybový zákon,10



ani¾ bychom uva¾ovali o práci a energii. Pohyb støely v trámu pova¾ujeme zarovnomìrnì zpomalený; dobu prùletu oznaème t. Platí:d = v1 + v22 t ; t = 2dv1 + v2 ;a = v1 � v2t = v21 � v222d ; Ft = ma = m �v21 � v22�2d : (21)Za zmínku stojí i mo¾nost vyu¾ití vztahu mezi impulsem síly a zmìnouhybnosti. V na¹em pøípadì platí:Ftt = �p = p2 � p1 ; Ftt = p1 � p2 = mv1 �mv2 ; (22)Ft = m(v1 � v2)t = m �v21 � v22�2d :Vidíme tedy, ¾e nìkolika rùznými zpùsoby mù¾eme získat stejný výsledek.Úlohy4. Vozík o hmotnosti 400 g je ta¾en po vzduchové dráze záva¾ím o hmotnosti20 g zavì¹eným pøes kladku (obr. 5). S jakým zrychlením se pohybuje? Jakousilou je napnuto vlákno? Hmotnost kladky, tøení a odpor vzduchu zanedbáváme.5. Jakou sílu musí vyvinout motor automobilu o hmotnosti 1100 kg, má-li sejeho rychlost na dráze 150 m zvìt¹it z 60 km/h na 90 km/h? Za jak dlouho tutovzdálenost projede? Odporová síla pùsobící proti pohybu má velikost 400N.6. Automobil o hmotnosti 1200 kg jedoucí rychlostí 100 km/h musel zastavit nadráze 130 m. Jakou brzdnou sílu musel vyvinout? Jakou rychlostí se pohybovalve vzdálenosti 10 m pøed místem zastavení? Odpor vzduchu zanedbáváme.
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3 Rovnomìrnì zrychlený a rovnomìrnì zpo-malený otáèivý pohyb tuhého tìlesa okolopevné osyTuhé tìleso, které koná otáèivý pohyb okolo pevné osy, si mù¾eme pøedstavitjako soustavu pevnì spojených hmotných bodù, které se pohybují v rovináchkolmých k ose otáèení po kru¾nicových trajektoriích se støedy na ose otáèení.Ka¾dému hmotnému bodu pøíslu¹í prùvodiè r s poèátkem ve støedu trajektorie(obr. 10).
m1r1 v1m2 m3v2r2 r3 v3� (¡; �)
����	
��
��������

v1v2v3
v4

v5
a3 a2a4 a5atad����������� !"#$�Obr. 10 Obr. 11Pøi rovnomìrnì zrychleném otáèivém pohybu, který zaèíná z klidu, platí provelikost okam¾ité rychlosti a pro dráhu zvoleného hmotného bodu kinematickézákony v = att ; s = vt2 = 12att2 = v22at ; (23)kde at je velikost teèného zrychlení. Celkové zrychlení hmotného bodu urèímejako vektorový souèet zrychlení teèného a zrychlení dostøedivého, jeho¾ velikostad = !2r se bìhem pohybu zvìt¹uje (obr. 11).Dráha, velikost rychlosti a velikost zrychlení hmotného bodu jsou pøi otá-èivém pohybu pøímo úmìrné velikosti jeho prùvodièe. Proto èastìji pou¾íváme12



úhlové velièiny: úhlovou dráhu ¡, úhlovou rychlost � a úhlové zrychlení �,které jsou spoleèné pro celé tìleso. Jsou to vektorové velièiny, které umis»ujemedo osy otáèení a jejich orientaci urèujeme (podobnì jako u momentu síly) podlepravidla pravé ruky. (Prsty kromì palce otoèíme podle orientace obvodové veli-èiny, palec ukazuje smìr úhlové velièiny.) Oba druhy velièin jsou vázány vztahy:' = sr ; ! = vr ; " = atr : (24)Pøi rovnomìrnì zrychleném otáèivém pohybu, který zaèíná z klidu, platí proúhlové velièiny obdobné kinematické zákony jako pro velièiny obvodové:! = "t ; ' = !t2 = 12"t2 = !22" : (25)Také pøi rovnomìrnì zrychlených otáèivých pohybech s nenulovou poèáteèníúhlovou rychlostí a pøi rovnomìrnì zpomalených otáèivých pohybech mù¾emevycházet ze vztahù, které platí pøi analogických pohybech pøímoèarých, a do-plnit je obdobnými vztahy mezi úhlovými velièinami.Kinetickou energii rotujícího tìlesa urèíme jako souèet kinetických energiíjednotlivých hmotných bodù:Ek = nXi=1 12miv2i = 12!2 nXi=1mir2i = 12J!2 ; (26)kde J je moment setrvaènosti tìlesa, který závisí na hmotnosti tìlesa a na jehotvaru. Pøi øe¹ení fyzikálních úloh obvykle potøebujeme znát moment setrvaè-nosti J0 vzhledem k ose procházející tì¾i¹tìm. Nejèastìji pou¾íváme vztahy:prstenec : : : J0 = mR2 ; plný válec : : : J0 = 12mR2 ;koule : : : J0 = 25mR2 : (27)Základní dynamický zákon otáèivého pohybu tuhého tìleso okolo pevné osyodvodíme z rovnosti práce potøebné k roztoèení tìlesa a jeho kinetické energie.(Tøení v lo¾iskách, odpor vzduchu a podobné síly zanedbáváme.) Na obr. 12 jeznázornìno roztáèení setrvaèníku o momentu setrvaènosti J pomocí motouzuta¾eného konstantní silou F . Pøedpokládáme, ¾e rameno síly r a tedy i momentM je konstantní. V takovém pøípadì se pùsobi¹tì síly F pohybuje rovnomìrnì13



zrychleným pohybem a za dobu t probìhne dráhu s a získá rychlost o velikostiv, která je stejná jako velikost rychlosti otáèivého pohybu ve vzdálenosti r od

osy.
sa vF F
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�M
%&'()*+,-./012345678� Obr. 12Setrvaèník se roztáèí s úhlovým zrychlením � a za dobu t dosáhne úhlové rych-losti �. Platí:W = Fs = F 12att2 = 12Fr"t2 = Ek = 12J!2 = 12J"2t2 ; (28)M = Fr = J" ; M = J� : (29)Pohybový zákon otáèivého pohybu okolo pevné osy je zøejmì analogický k po-hybovému zákonu posuvného pohybu ve tvaru F = ma .V úlohách o otáèivém pohybu mù¾eme èasto výhodnì vyu¾ít také velièinumoment hybnosti L = J�. Pohybový zákon otáèivého pohybu vyjádøíme vetvaru M = �L�t , který je obdobou zákona F = �p�t pro pohyb posuvný.Budeme-li rotující tìleso brzdit konstantním momentem síly, jeho¾ vektorM má opaèný smìr ne¾ vektor úhlové rychlosti �, bude se jednat o pohybrovnomìrnì zpomalený (obr. 13). Známe-li moment setrvaènosti J , velikostbrzdícího momentu M a poèáteèní frekvenci otáèení f0, mù¾eme urèit brzdnoudobu tb a brzdnou úhlovou dráhu 'b. Pou¾ijeme analogické vztahy jako pøirovnomìrnì zpomaleném pøímoèarém pohybu hmotného bodu:tb = !0" = 2�f0" ; 'b = !0tb2 = 12"t2b = !202" ; (30)14



" = MJ ; tb = J!0M ; 'b = J!202M : (31)

R F�M�
9:;<=>?@ABCDEFGH� Obr. 13Pøi øe¹ení úlohy jsme ov¹em mohli také vycházet z rovnosti mezi prací spo-tøebovanou brzdící silou a poèáteèní kinetickou energií tìlesa a z rovnosti mezipoèáteèním momentem hybnosti a impulsem momentu brzdící síly:Fs = FR'b =M'b = Ek0 = 12J!20 ; Mtb = L0 = J!0 : (32)Úlohy7. Kapesník je schumlán v bubnu ¾dímaèky, která rotuje s frekvencí 1400ot/min. Prùmìr bubnu je 310 mm. Pøi otevøení se motor vypne a ¾dímaèkase pùsobením brzdy zastaví bìhem 2,3 s. Urèete velikosti obvodové a úhlovérychlosti a dostøedivého zrychlení kapesníku pøed vypnutím motoru a jeho teè-ného a úhlového zrychlení bìhem brzdìní bubnu. Po kolika otáèkách se bubenzastaví?8. Setrvaèník o momentu setrvaènosti J = 2;5 � 10�3 kg �m2 roztoèíme pomocímotouzu navinutého na høídeli o polomìru r = 5;0 mm (obr. 12). Budemepùsobit silou o velikosti F = 50 N po dráze s = 80 cm. S jakou frekvencí sebude setrvaèník otáèet? Jak dlouho bude roztáèení trvat? Tøení zanedbáváme.15



4 Klouzavý pohyb tuhého tìlesa po naklonìnérovinìNa kvádr, který klou¾e dolù po naklonìné rovinì se sklonem �, pùsobí dvìsíly: tíhová síla a reakce naklonìné roviny (obr. 14a, b). Tíhová síla FG serozkládá na pohybovou slo¾ku F1 o velikosti F1 = mg sin� a tlakovou slo¾kuF2 o velikosti F2 = mg cos�. Také reakce naklonìné roviny R má slo¾ku R1rovnobì¾nou s naklonìnou rovinou a slo¾ku R2 kolmou k naklonìné rovinì.Slo¾ka R2 kompenzuje tlakovou slo¾ku tíhové síly, platí proto R2 = F2. Slo¾kaR1 = Ft je síla tøení o velikosti Ft = fF2 = fmg cos�, kde f je souèinitelsmykového tøení mezi kvádrem a naklonìnou rovinou. Reakce R je od kolmicek naklonìné rovinì odchýlena o úhel �, pro který platí tg � = R1R2 = f .
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�Obr. 14a Obr. 14bVýsledná síla Fv je vektorovým souètem pohybové slo¾ky tíhové síly a sílytøení Fv = F1+Ft, nebo» slo¾ky F2 a R2 se ve svém úèinku ru¹í. V závislosti nasklonu naklonìné roviny a velikosti souèinitele smykového tøení mohou nastattøi pøípady:a) F1 > Ft (obr.14a). Tato situace nastane, jestli¾emg sin� > fmg cos� ; f < sin�cos� = tg� ; � < � :Pohyb je rovnomìrnì zrychlený se zrychlením16



a = F1 � Ftm = g(sin�� f cos�) : (33)V pøípadì, ¾e tøení je zanedbatelné, platí a = g sin� :b) F1 = Ft : V tomto pøípadì Fv = 0 a pohyb kvádru je rovnomìrný. Úhel� splòuje podmínkumg sin� = fmg cos� ; f = tg� ; � = � :c) F1 < Ft (obr. 14b). Síla tøení pøevládne nad pohybovou slo¾kou tíhovésíly, jestli¾emg sin� < fmg cos� ; f > sin�cos� = tg� ; � > � :Pohyb je rovnomìrnì zpomalený. (Kvádr ov¹em musel být nejprve pù-sobením vnìj¹í síly uveden do pohybu.) Zrychlení je orientováno protismìru okam¾ité rychlosti a má velikosta = Ft � F1m = g(f cos�� sin�) : (34)Úlohy9. Ly¾aø sjel po svahu dlouhém 35 m se sklonem 20� na vodorovnou rovinu a za-stavil se ve vzdálenosti 70 m. Souèinitel smykového tøení mezi ly¾emi a snìhembyl bìhem celého pohybu konstantní. Urèete jeho velikost a rychlost ly¾aøe nakonci svahu. Jak dlouho celý pohyb trval? Odpor vzduchu zanedbáváme.10. ©palík polo¾ený na dolní konec naklonìné roviny se sklonem � = 22�byl úderem uveden do klouzavého rovnomìrnì zpomaleného pohybu smìremvzhùru po naklonìné rovinì. Po zastavení se vrátil zpìt na dolní konec naklo-nìné roviny za dobu 2;5-krát del¹í ne¾ byla doba výstupu. Urèete souèinitelsmykového tøení.
17



5 Valivý pohyb rotaèního tuhého tìlesa po na-klonìné rovinìValivý pohyb rotaèního tìlesa po rovinì mù¾eme pova¾ovat za pohyb slo¾enýz otáèivého pohybu okolo osy O procházející tì¾i¹tìm a posuvného pohybu tétoosy podél naklonìné roviny (obr. 15).
�O� v �POObr. 15 Obr. 16Velikost rychlosti posuvného pohybu v, velikost úhlové rychlosti otáèivéhopohybu ! a polomìr tìlesa R splòují vztah v = !R. Kinetickou energii valícíhose tìlesa urèíme jako souèet kinetické energie posuvného pohybu a kinetickéenergie otáèivého pohybu:Ek = 12mv2 + 12J0!2 = 12 �mR2 + J0�!2 ; (35)kde J0 je moment setrvaènosti tìlesa vzhledem k ose procházející tì¾i¹tìm.

P vA RrA OvA� P vA RrA OvA�Obr. 17a Obr. 17b18



Tentý¾ pohyb si v¹ak mù¾eme také nahradit velkým poètem malých po-otoèení okolo okam¾itých os P procházejících bodem dotyku tìlesa s rovinoua rovnobì¾ných s osou O (obr. 16). Na obr. 17a, 17b jsou znázornìny valivépohyby pravidelného n-bokého hranolu pro n1 = 10 ; n2 = 100. Jednotlivéhrany se postupnì stávají okam¾itými osami otáèení. Vidíme, ¾e pro n = 100se pohyb prakticky neli¹í od valivého pohybu válce. Pro okam¾itou úhlovourychlost otáèení okolo okam¾ité osy P opìt platí vztah v = !R a kinetickouenergii tìlesa mù¾eme vyjádøit jakoEk = 12J!2 ; (36)kde J je moment setrvaènosti tìlesa vzhledem k okam¾ité ose P. Porovnáním(35) a (36) dostáváme vztah mezi momenty setrvaènosti J0 a J , který se nazýváSteinerova vìta: J = J0 +mR2 : (37)Valivý pohyb tuhého rotaèního tìlesa po naklonìné rovinì probíhá pøi ma-lých rychlostech, kdy mù¾eme zanedbat odpor vzduchu, jako pohyb rovnomìrnìzrychlený. Souèinitel smykového tøení mezi tìlesem a rovinou je obvykle dosta-teènì velký a pohyb probíhá bez klouzání. Je-li rovina dostateènì tuhá a pùso-bením tíhy tìlesa se nedeformuje, mù¾eme zanedbat i valivý odpor a v takovémpøípadì platí zákon zachování mechanické energie.
�v = 0v AB h� l �OP�� FGa

Obr. 18 Obr. 19Na obr. 18 je znázornìn valivý pohyb po naklonìné rovinì se sklonem �,který zaèíná z klidu v bodì A. Po probìhnutí dráhy l má tìleso v bodì Bkinetickou energii, která je rovna úbytku energie potenciální:Ek = 12 �J0 +mR2�!2 = 12 � J0R2 +m� v2 = mgh = mgl sin� : (38)19



Z toho urèíme velikost rychlosti tìlesa v bodì B a velikost zrychlení valivéhopohybu: v =vuuut 2ghJ0mR2 + 1 = 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
pgh pro prstenec,s4gh3 pro válec,s10gh7 pro kouli, (39)

a = v22l = 2gh2l� J0mR2 + 1� = g sin�J0mR2 + 1 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
g sin�2 pro prstenec,2g sin�3 pro válec,5g sin�7 pro kouli. (40)

Vztah pro výpoèet velikosti zrychlení mù¾eme snadno odvodit pomocí pohy-bového zákona otáèivého pohybu a Steinerovy vìty (obr. 19). MomentM tíhovésíly vzhledem k okam¾ité ose P udìluje tìlesu úhlové zrychlení � o velikosti" = aR = MJ = mgR sin�J0 +mR2 ; a = g sin�J0mR2 + 1 : (41)
Úlohy11. Válec a kouli souèasnì uvolníme na horním konci naklonìné roviny délky la vý¹ky h. Které tìleso dorazí døíve na konec roviny? Kde se ve stejném oka-m¾iku bude nacházet druhé tìleso?12. Valící se koule, která pøe¹la z vodorovné roviny na naklonìnou rovinu, sezastavila ve vzdálenosti 2;55 m od dolního konce roviny a vrátila se zpìt. Celýpohyb po naklonìné rovinì trval 7;5 s. Urèete poèáteèní rychlost koule a sklonnaklonìné roviny. Valivý odpor zanedbáváme.
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Øe¹ení úloh1. s = 0;15 m; T = 0;020 s ; v0 =? v1 =?v1 � v0 = gT ; s = (v0 + v1)T2 ) v0 + v1 = 2sT :Øe¹ením této soustavy rovnic dostaneme:v0 = sT � gT2 := 7;4 m�s�1 ; v1 = sT + gT2 := 7;6 m�s�1 :2. v = 90 km=h = 25 m�s�1 ; t1 = 12 s ; s = 400 m ; t =?t = t1 + s� s1v = t1 + s� vt12v = sv + t12 = 22 s :3. s = 2000 m ; v = 16;7 m�s�1 ; t = 190 s ; s1; s2; s3; t1; t2; t3; a1; a3;=?a1 = vt1 = a3 = vt3 ) t1 = t3 ; s = vt12 + vt2 + vt32 = v(t1 + t2) ;t1 + t2 = t� t3 = sv = 120 s ; t3 = t1 = 70 s ; t2 = 50 s ;s2 = 840 m ; s1 = s3 = 580 m ; a1 = a3 = 0;24 m�s�2 :
ts50 100 150 2000

vm�s�1
5101520������	
��
������ ts50 100 150 2000

skm
0,51,01,52,0
������������� !"�4. M = 0;400 kg; m = 0;020 kg; g = 9;8 m�s�2; a =? F =?F = Ma ; FG � F = mg � F = ma ;21



a = g mM +m = 0;47 m�s�2 ; F = Ma = mg MM +m = 0;19 N :5. m = 1100 kg; s = 150 m; v1 = 16;7 m�s�1; v2 = 25 m�s�1; Fo = 400 N;F =? t =?Práce vykonaná motorem automobilu je rovna souètu pøírùstku kinetické energie apráce spotøebované odporovou silou.s = v1 + v22 t ; t = 2sv1 + v2 = 7;2 s ; F s = Fos+ 12m �v22 � v21� ;F = Fo + m �v22 � v21�2s = 400 N+ 1270 N := 1700 N :6. v0 = 27;8 m�s�1; sb = 130 m; s1 = 10 m; m = 1200 kg; F =? v1 =?Poèáteèní kinetická energie automobilu je rovna práci spotøebované brzdnou silou:12mv20 = Fsb ) F = mv202sb = 3600 N ;mv212s1 = mv202sb ) v1 = v0rs1sb = 7;7 m�s�1 :7. f = 23;3 s�1; r = 0;155 m; tb = 2;3 s; v0 =? ad =? at =? n =?v0 = 2�fr = 23 m�s�1 ; ! = 2�f = 146 rad � s�1 ; n = ftb2 = 27 ;ad = 4�2f2r = 3300 m�s�2 ; at = v0tb = 10 m�s�2 ; " = atr = 65 rad � s�2 :8. J = 2;5 � 10�3 kg �m2; F = 50 N; r = 5;0 � 10�3 m; s = 0;80 m;f =? t =?Vyjdeme z rovnosti práce vykonané silou F a kinetické energie setrvaèníku:Fs = 12J!2 = 2J�2f2 ; f = 1�rFs2J = 28 s�1 ;s = 'r = !t2 r = �ftr ; t = s�fr = 1;8 s :9. s1 = 35 m; s2 = 70 m; � = 20�; f =? v =? t =?Poèáteèní potenciální energie ly¾aøe je rovna práci spotøebované silami tøení bìhemcelého pohybu. Kinetická energie ly¾aøe na konci svahu je rovna práci spotøebovanésilou tøení bìhem pohybu po vodorovné rovinì.Ep = mgh = mgs1 sin� = W1 +W2 = s1mgf cos�+ s2mgf ;22



f = s1 sin�s1 cos�+ s2 = 0;116 ;Ek = 12mv2 = mgfs2 ; v =p2gfs2 = 12;6 m�s�1 :s = s1 + s2 = vt12 + vt22 = vt2 ; t = 2sv = 16;7 s :10. k = t2t1 = 2;5 ; � = 22�; f =?Klouzavý pohybu vzhùru po naklonìné rovinì bude rovnomìrnì zpomalený. Zrychleníbude mít velikost a1 = g(sin�+ fg cos�) :s = 12a1t21 = 12a2t22 ; � t2t1�2 = k2 = a1a2 = g(sin�+ f cos�)g(sin�� g cos�) = tg�+ ftg�� f ;f = tg�k2 � 1k2 + 1 = 0;29 :11. Vyjdeme ze vztahù (40). Koule se pohybuje s vìt¹ím zrychlením, dorazí proto nakonec naklonìné roviny døíve. Dráhy, které obì tìlesa projedou za stejnou dobu, jsouve stejném pomìru jako zrychlenísl = avak = 1415 ; s = 1415 l :12. l = 2;55 m; t = 7;5 s; v0 =? � =?Pohyb vzhùru byl rovnomìrnì zpomalený, pohyb dolù byl rovnomìrnì zrychlený. Obìzrychlení mìla stejnou velikost.l = 12a� t2�2 = 5gt2 sin�56 = v0t4v0 = 4lt = 1;36 m�s�1 ; sin� = 56l5gt2 = 0;052 ; � = 3;0� :
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